Hohere Algorithmik

Eine Vorlesung von Prof. Dr. Helmut Alt
Mitschrift von Pascal-Nicolas Becker

Wintersemsester 2010/2011
Stand: 02.08.2011



flattr.com/t /78695

Dieses Skript ist eine Mitschrift der Vorlesung ,,Hohere Algorithmen®, die am Institut fur Informatik
der Freien Universitat Berlin im Wintersemester 2010/2011 von Prof. Dr. Helmut Alt gehalten wurde.
Die Mitschrift wurde von Pascal-Nicolas Becker erstellt und ist unter folgender Adresse zu finden:
http://www.pnjb.de/uni/ws1011/hoehere-algorithmik.pdf

(cc) 0@@\

BY NC SA
Dieses Skript ist unter einem Creative Commons Attribution-NonCommercial-ShareAlike 3.0 Germany

Lizenzvertrag lizenziert.


http://flattr.com/t/78695
http://www.pnjb.de/uni/ws1011/hoehere-algorithmik.pdf
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/de/

INHALTSVERZEICHNIS

Einfiihrung
Algorithmen . . . . . ... ... ...

Literatur . . . .. .. ... ... ..

1 Probleme, Komplexitat und Berechnungsmodelle

1.1 Finf Algorithmen zum Sortieren
1.1.1 Die Algorithmen... . .
1.1.2 ...und ihre Effizienz . .

1.2 Berechnungsmodelle (models of computing) . . . . ... ... ... ...

1.2.1 Laufzeit und Speicherbedarf (Komplexitétsmafle) . . . . . . . . .

1.2.2 Komplexitdat . ... ..

1.2.3  Vergleich dieser Berechnu

ngsmodelle . . . . . ... ...

1.3 Darstellung von Algorithmen und ihre Laufzeitanalyse . . . . . . . . ..

1.3.1 Pseudocode . . . .. ..

1.3.2 Beispiel Sortieralgorithmen . . . . . ... ... ... ... ....

1.3.3 Rekursion . ... .. ..
1.3.4 Typische Funktionen . .

2 Sortieren und Suchen
2.1 Vergleichsbaummodell . . . . .
2.1.1 Untere Schranke fiir vergl
2.1.2  Weitere untere Schranken

2.2  Sortieren in linearer Zeit . . . .

eichsbasierte Sortieren . . . . . . . ..

2.3 Das Auswahlproblem (selection, order statistics, Select) . . .. ... ..

2.3.1 Randomisiertes Select .
2.3.2 Deterministisches Select
24 Suchen .. ... .........
2.4.1 Bindrsuche . ... ...
2.4.2 Interpolationssuche . . .

2.4.3 Quadratische Bindrsuche

3 Datenstrukturen

—_

© © © o« oo g N

10
10
11

12
12
13
14
14
15
16
18
19
20
20
21

25



3.1 Worterbuch (dictionary) . . . . . . . ... 25
3.1.1 Sortiertes Feld . . . . .. .. .. . oL 25
3.1.2 Hashing . . . . . . .. 25
3.1.3 Bindre Suchbdume . . . . . . .. ... .. 0oL 26
3.1.4 Hohenbalancierte Baume (AVL-Baume) . . . . . ... ... ... 27
3.1.5 (a,b)-Baume . . . ... ... 29

Amortisierte Analyse der Zahl der Spaltungen, Adoptionen und
Verschmelzungen eines (a,b)-Baumes. . . . . . . .. .. 32
3.1.6 Rot-Schwarz-Bédume . . . .. ... ... ... ... ... ... 35
3.1.7 Gewichtsbalancierte Baume . . . . . ... ... ... ... .... 35
3.1.8 Optimale Bindre Suchbdume . . .. ... ... ... ... .. ... 36
Drei beispielhafte Suchbdume . . . . . . . .. ... ... ... .. 37
Optimale BST und dynamische Programmierung . . . . . . . . . 38
Beispielhafte Suche nach dem optimalen bindren Suchbaum . . . 41
Analyse von Laufzeit und Speicherverhalten . . . . . . . . . . .. 42
Optimierung . . . . . . . . ... L 43
3.1.9 Sonstige Datenstrukturen fiir das Worterbuchproblem . . . . . . 43

3.2 Prioritdtswarteschlangen (priority queues) . . . . . . . . ... ... ... 44

3.3 Union-Find (disjoint sets) . . . . . .. ... ... .. ... ... ..., 45
3.3.1 Amortisierte Laufzeitanalyse von Union-Find mit Pfadkompression 47

Graphenalgorithmen 52

4.1 Einfilhrung . . . . . .. . L 52
4.1.1 Definitionen . . . . . . .. Lo 52
4.1.2 Darstellung endlicher Graphen . . . . . ... ... ... ... ... 53

4.2 Minimale Spannbdume . . . . . . ... ... 54
4.2.1 Korrektheit des Kruskal-Algorithmus (Greedy) . . ... ... .. 56

4.3 Wegeprobleme in gerichteten Graphen . . . . . ... ... .. ... ... 57
4.3.1 Dijkstras Algorithmus . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 57

Korrektheit von Dijsktra . . . . . .. .. .. ... o oL 58

Laufzeit des Dijkstra-Algorithmus . . . . . ... ... ... ... 58

4.3.2  All Pairs Shortest Path (APSP) . ... ... ... .. ...... 59

4.4 Flisse in Netzen (network flow) . . . . . ... ... ... .. ... ... 60

4.4.1 Ford-Fulkerson-Methode zur Bestimmung des maximalen Flusses 61



4.4.2 Schnitte . . . . . . . .. 64

4.4.3 Edmonds-Karp-Algorithmus . . . . . . ... ... ... .. .... 66

4.5 Bipartites Matching . . . . . .. .. L Lo o 68
Lineare Programmierung 71
5.1 Einfiihrung in die Lineare Programmierung . . . . . . .. ... .. ... 71
5.2 Geometrtie der Lineraren Programmierung . . . . . . .. .. ... ... 73
5.3  Wo nimmt eine lineare Zielfunktion ihr Minimum an? . . .. .. .. .. 75
5.4 Geometrische Erklarung . . . . . .. ... oo oo 78
5.5 Der Simplex-Algorithmus . . . . ... ... ... ... ... ... .. 79
5.5.1 Beispieldurchlauf des Simplex-Algorithmus . . . . .. ... ... 79
5.5.2 Tableau-Darstellung . . . . . .. .. .. ... ... .. ...... 82
5.5.3 Einzelprobleme des Simplex-Algorithmus . . . . . . ... .. .. 83
Initialisierung . . . . . . . . . . 84

Iteration: Wahl von Eintritts- und Austrittsvariablen . . . . . . . 86
Terminierung: Terminiert der Simplex-Algorithmus immer? . . . 87

5.5.4 Laufzeit des Simplex-Algorithmus . . . . . ... ... ... ... 88
Komplexitatstheorie 90
6.1 Polynomialzeit-Reduktion und NP-Vollstandigkeit . . . . .. ... ... 93
6.2 Schaltkreis-Erfiillbarkeit . . . . . .. .. ... o 0L 94
6.3 Weitere NP-vollstandige Probleme . . . . . .. .. .. ... .. ..... 99
6.3.1 SAT (satisfiability) . . . . . ... ... ... .. L 99
6.3.2 3SAT . . . 101
6.3.3 Probleme der Zuléssigkeit Linearer Programme . . . . . . . . .. 102
6.3.4 Clique . . . . . . . 104
6.3.5 Uberdeckende Knotenmenge (vertex cover, VC) . . . . . . . ... 105
6.3.6 Subset-Sum . . . ... 105
6.3.7 Hamiltonkreis (hamiltonian circuit) . . .. ... ... ... ... 107

6.4 Weitere Komplexitatsklassen . . . . .. .. .. ... ... ........ 110
6.4.1 co-NP . . . . 110
6.4.2 Jenseitsvon NP . . . .. . ... oo oo 110
Quantifizierte Boolesche Formeln . . . . . . . ... ... ... .. 111



6.4.3 Jenseits von PSPACE . . . . . . . . . ... . 112

6.4.4 Nachweisbar schwere Probleme . . . . . . . ... ... ... ... 114

6.5 Zusammenfassung und Ubersicht . . . . ... ... ... ... ...... 114

7 Approximationsalgorithmen 116
7.1 Entscheidungs- und Optimierungsprobleme . . . . . .. ... ... ... 116
7.2 Beispiele fir Approximationsalgorithmen . . . . . . . .. ... ... ... 116
7.2.1 Vertex-Cover (Uberdeckende Knotenmenge) . . . . . . .. .. .. 117

7.2.2  Approximationsalgorithmus far TSP . . . . .. ... ... .. .. 118

7.2.3 Heuristik von Christofides . . . . . . ... .. ... ... ..... 120

7.2.4 Max3Sat . . . ... 123

7.2.5 Subset-Sum . . .. ... 124

7.3 alternative Ansatze . . . . . . . .. 126



EINFUHRUNG

ALGORITHMEN

Bereits in der Grundschule begegnen uns die ersten Algorithmen, z.B. wenn man
lernt schriftlich zu multiplizieren. Ein Algorithmus ist kein Computerprogramm, sondern
eine Methode um ein Problem zu l6sen. Es ist genau — Schritt fiir Schritt — vorgegeben,
was zu Losung des Problems zu tun ist.

Algorithmus ist benannt nach dem persischen Mathematiker Al-Chwarizmi, der im
achten und neunten Jahrhundert an der Lésung linearer und quadratischer Gleichungen
gearbeitet hat. Aus dem Titel eines seiner Biicher ist der Begriff Algebra entstanden.

Wenn man sich mit Algorithmen beschéftigt, kommt man immer wieder auf die Frage:
wann ist ein Algorithmus effizient? Betrachten wir uns beispielhaft die Multiplikation
grofler Zahlen. Ist es effizient diese Ziffer fiir Ziffer zu multiplizieren und anschlieflend zu
addieren? Man kann auch anders multiplizieren: Man verdoppelt die Linke der beiden
Zahlen und halbiert die rechte (ohne Beriicksichtigung des Restes), bis die Rechte Zahl
bei 1 angekommen ist. Abschlieflen streicht man alle Zeilen, bei denen die Rechte Zahl
gerade ist. Die verbliebenen Zahlen der linken Seite werden abschlieflend summiert.

17 27
34 13
686

136 3
272 1
459

Es gibt bessere Algorithmen zum Multiplizieren, als der, den wir in der Schule lernen
oder den hier vorgestellten. In der Tat ist es aber eine offene Frage, wie effizient man
multiplizieren kann und ob dies vielleicht sogar in linearer Zeit (linear im Verhéltnis zur
Eingabe) geht.

Bei der Beschiftigung mit Algorithmen spielt ihre Effizienz also eine grofie Rolle.
Hierzu braucht man als erstes Methoden um die Effizienz von Algorithmen abschétzen
zu kénnen. Diese Methoden sind Kerngebiet dieser Vorlesung. Wenn man die Effizienz
von Algorithmen abschétzen kann, wenn man Erfahrung mit der Effizienz verschiedener
Algorithmen sammelt, kann man anfangen sich mit der Frage zu beschéftigen, wie
sich effiziente Algorithmen entwickeln lassen. Tatséchlich sollte man die Effizienz eines
Algorithmus bereits bei seinem Entwurf berticksichtigen.

Zur Entwicklung von mathematischen Methoden, die die Effizienz eines Algorithmus
bestimmen, miissen wir erstmal bestimmen, was ein Algorithmus ist, was Effizienz
iiberhaupt bedeutet usw.

Was ein Algorithmus ist haben wir bereits beschrieben. Aber was bedeutet Effizienz?
Wir messen Effizienz in der Anzahl der Schritte, die ein Algorithmus braucht um ein
Problem zu 16sen (Laufzeit) oder auch am Speicherplatz, der fiir die Berechnung benétigt
wird. Einfachheit eines Algorithmus spielt wegen der Wartbarkeit auch oft eine Rolle. Ein
einfacher Algorithmus lasst sich auch nach Jahren leichter verstehen, als ein komplexer.
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In der Praxis mag die Wartbarkeit und daher auch die Einfachheit eine Rolle spielen,
in der Vorlesung konzentrieren wir uns auf Effizienz und beriicksichtigen sie nicht. Fiir
bestimmte Probleme lassen sich auch untere Schranken definieren. Das heifit man kann
bei manchen Problemen beweisen, dass sich das Problem nicht schneller 16sen lasst, als
ein proportionaler Wert grof3 ist. Dieser proportionale Wert kann z.B. die Anzahl der
Elemente sein, die ein Algorithmus sortieren soll.

LITERATUR

e Cormen, Leiserson, Rivest, Stein: Introduction to Algorithms ist gut zu lesen,
an manchen Stellen vielleicht etwas langatmig. Eigentlich ist es das beste Buch
zum Thema dieser Vorlesung.

e Kleinberg, Tardos: Algorithm Design ist ein neueres Buch. Es behandelt im
Wesentlichen Graphenalgorithmen und nicht mehr alle Themen, die Teil dieser
Vorlesung sind.

e Aho, Hopcroft, Ullman: The Design and Analysis of Computer Algorithms ist
ein gutes dlteres Buch, einer Gruppe von bekannten Autoren.

e Donald E. Knuth: The Art of Computer Programming ist ein mehrbandiges
Werk. Die Biicher von Knuth haben dieses Gebiet begriindet.

e Es gibt ein Skript zur Vorlesung aus dem Wintersemester 2006/2007. Das Skript
wurde von Studenten geschrieben und ist nicht frei von Fehlern! Es bietet aber
einen Uberblick iiber die Themen, die hier behandelt werden.



1 PROBLEME, KOMPLEXITAT UND BERECHNUNGSMODELLE

1.1 FUNF ALGORITHMEN ZUM SORTIEREN

Betrachten wir beispielhaft ein Problem und verschiedene Algorithmen zu seiner
Losung. Anschlieend kénnen wir die Algorithmen miteinander vergleichen.

1.1.1 DIE ALGORITHMEN. ..

Problem

Gegeben ist die Eingabe S = a4, ..., a,, mit a; € U. Auf U ist eine totale Ordnung
< definiert. Gewiinscht ist eine Permutation 7 mit a1y <... < ar(,). Dies kann nur
erreicht werden, in dem ein Algorithmus die Eingabe umsortiert.

Algorithmus 1.1 : Bogosort
1. Erzeuge systematisch alle Permutaionen 7 von {a; ...ay}.

2. Teste, ob die erzeugte Permutation ar) < ... < ar(,) entspricht.
3. Ist die gewlinschte Permutation gefunden, brich ab.

Algorithmus 1.2 : Sortieren durch Auswahl
1. Durchlaufe die Eingabefolge und finde ihr Minimum.

2. Gebe das gefundene Minimum aus.

3. Wiederhole die ersten beiden Schritte mit der Restfolge, bis die ganze Folge
abgearbeitet ist.

Algorithmus 1.3 : Mergesort
1. Falls die Folge nur aus einem Element besteht: gib dieses aus.

2. Sonst: Teile die Eingabefolge S in zwei Teilfolgen S; = a,. San und Sy =

an ...Qn,.

V3

3. Sortiere S und S; rekursiv.

4. Mische beide sortierten Teilfolgen zu einer sortierten Gesamtfolge, wobei die
einzelnen Elemente von S; mit denen von Ss verglichen werden.

Algorithmus 1.4 : Quicksort
1. Falls |S| =1 gibt S aus, sonst:

2. Wahle zufillig ein Element a aus und teile S in S; (Elemente < a) und S
(Elemente > a).

3. Sortiere rekursiv S; und So

4. Gib aus S (sortiert), a, So (sortiert).
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Dieser Algorithmus wéhlt ein Element zufillig aus, die Rolle des Zufalls miissen wir
noch genauer untersuchen.

Algorithmus 1.5
1. Wéhle zufillig zwei Elemente aus S aus a;,a; € S mit i < j.

2. Fiir den Fall, dass sie in der falschen Reihenfolge sind, das heifit a; > a;, vertausche
sie.

3. Wiederhole den Prozess k(n)-mal.

Bemerkung: Monte-Carlo-Algorithmen

Ist das ein richtiger Algorithmus? Es gibt eine Wahrscheinlichkeit, dass wir immer die
beiden selben Elemente auswéhlen und die anderen Elemente unsortiert bleiben. Solche
Algorithmen werden Monte-Carlo-Algorithmus genannt. Die Wahrscheinlichkeit von
einem Monte-Carlo-Algorithmus ein falsches Ergebnis zu erhalten sollte nach oben hin
beschréinkt sein. Monte-Carlo-Algorithmen werden genutzt wenn die Wahrscheinlichkeit
ein falsches Ergebnis zu bekommen gering, die Algorithmen jedoch effizienter sind, als
vergleichbare deterministische Algorithmen. Fiir obigen Algorithmus ist offen ist, wie
grof} k(n) sein muss, um mit einer akzeptablen Wahrscheinlichkeit ein richtiges Ergebnis
zu erzielen.

1.1.2 ...UND IHRE EFFIZIENZ

Welcher der vorgestellten Algorithmen ist ,,der Beste“? Fin einfaches Maf ist die
Anzahl der Vergleiche als Funktion abhéngig von der Linge n der Eingabefolge. Je nach
Eingabe hat ein Algorithmus natiirlich unterschiedliche Laufzeiten. Daher sollte, wo
es relevant ist, der ginstigste und der schlechteste Fall, sowie die Laufzeit im Mittel
untersucht werden.

Laufzeitanalyse: Bogosort

Im giinstigsten Fall ist die erste Permutation die richtige. Hierzu brauchen wir n — 1
Vergleiche. Im schlechtesten Fall ist die letzte Permutation die richtige. Es gibt n! viele
Permutationen, das heifit wir brauchen n!(n — 1) Vergleiche.

n=1-2.-....n<n”
n!:1-2-...-g-(g+1)-...-n2(g)%
Im Mittel kénnen wir von ungeféhr %‘(n — 1) Vergleichen ausgehen.

Laufzeitanalyse: Sortieren durch Auswahl

Die Laufzeit ist ziemlich klar: in der ersten Iteration miissen n-1 Vergleiche durch-
gefithrt werden, um das Minimum zu finden. In der zweiten Iteration werden dann
noch n-2 Vergleiche gebraucht, um das Minimum der Restfolge zu bestimmen, usw. Die
Anzahl der Vergleiche lésst sich also wie folgt ermitteln:

S
k=1 2
1 1
= 5712 — 5”

= 0(n?)
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Laufzeitanalyse: Mergesort
C(n) sei die maximale Anzahl der Vergleiche bei Eingabe der Linge n. Wir kénnen
C(n) rekursiv angeben:

O(F)+(m—1)

Dabei gehen wir davon aus, dass es sich bei n um eine Zweierpotenz handelt. 2-C(%)
berechnet die Anzahl der Vergleiche fiir die beiden rekursiven Aufrufe und (n — 1) steht
fiir die Anzahl der Vergleiche beim Mischen der beiden Teilfolgen im schlechtesten Fall
(es sind abwechselnd Elemente aus beiden Teilfolgen zu wéhlen). Im besten Fall haben
wir es mit § Vergleichen zu tun (erst alle Elemente einer Teilfolge, dann die {ibrigen
Elemente der anderen Teilfolge). Aus der rekursiven Form konnen wir jedoch die Laufzeit
nicht ablesen. Wir suchen daher eine geschlossene Form, unter der Annahme, dass es
sich bei n um eine Zweierpotenz handelt, also n = 2% mit k& > 1.

C(n)=2-C(=)+ (n—1)

A
)
Q

ENISE SIS R SIS
+
3

<4.0(

)+2-n

n
§2’€-C(2—k)+k~n
< 21827 . (1) + logyn - n

< nlogyn

Laufzeitanalyse: Quicksort

Betrachten wir zu néchsten die Laufzeit im schlechtesten Fall Cy, falls das ausgewéhlte
Element a das grofite oder kleinstes Element der Folge ist. Zunéchst gilt der triviale
Fall C5(1) = 0. Des Weiteren lasst sich Cy rekursiv bestimmt als Cs(n) = Cs(n — 1) +
n — 1. Hierbei berechnet Cgs(n — 1) die Vergleiche des rekursiven Aufrufs und n — 1 die
Vergleichsoperationen mit dem kleinsten oder gréfitem Element. Auch hier wollen wir
wieder eine geschlossene Formel finden:

Csn)=n—-14n—-2+...+1
~n(n—1)
2

Betrachten wir den allgemeinen Fall. Auch hier gibt es den trivialen Fall C'(1) = 0
und den rekursiven Fall C(n) = C(k —1) + C(n — k) +n — 1. C(k — 1) berechnet die
Anzahl der Vergleiche fiir den rekursiven Aufruf von S; und C(n — k) die Anzahl der
Vergleiche fiir den rekursiven Aufruf von Ss. n — 1 steht fiir die Vergleiche, die zur
Aufteilung der beiden Teilfolgen erforderlich sind. Da k abhéngig vom Zufall ist, kénnen
wir die Rekursion leider nicht auflosen.

Wir kénnen die Anzahl der Vergleiche jedoch als Zufallsvariable auffassen und ihren
Erwartungswert bestimmen, also die mittlere Anzahl der Vergleiche. k kann die Werte
1,...,n annehmen, d.h. das ausgewéhlte Element ist das k-te Element (k-grofite Element)
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der Folge. Die Wahrscheinlichkeit fiir jedes k entspricht % Die obige Rekursionsgleichung
lasst sich nun neu aufstellen:

(1) =

3»—!

—zn: E—1)+Cn—k)+n—1
k=1

> p—1 C(k — 1) summiert C(k) fur alle 0 < k <n—1auf. } ;_; C(n — k) summiert
C(k) fir alle n — 1 > k > 0 auf. Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt, kénnen wir
die Summe verkiirzen. Es gilt:

n

Y (Ck-1)+Cn—k))=2- ZC

k=1
Nun konnen wir die Gleichung weiter entwickeln. Wir multiplizieren mit n und ersetzen
n durch n — 1.

n-C(n):2-ZC’ )+n(n—1)

(n—l)-C’(n—l):2-20(/6)4—(71—1)(71—2)

Wir ziehen die zweite Zeile von der ersten ab und stellen um:

n'C(n)—(n—1)~C(n—1):2-C(n—1)+2(n—1)
Cn)=2-Cln—-1)+2n—1)+(n—-1)-C(n—-1)
Cn)=m+1)-C(n—1)+2(n—-1)
) =

1 -1
"L om—1) 422

C(n -

—_

).

Wandeln wir die Gleichung in eine Ungleichung7 kénnen wir sie vereinfachen (2 > 2=

|

1
Cm) <2 Ctm—1)+2
n
Wir ersetzen n erneut durch n — 1
Cln—1) < ﬁl.C(n—2)+2
fiigen dies in C(n) ein und erweitern die letzte 2 um Z—ﬂ:
n+1 n n+1
C < . -C(n—2 2
(n) < n <n—1 (n )+ > n—+1
1 1 1
<M o) o
n—1 n n+1
Wenn wir diesen Vorgang wiederholen, bekommen wir:
n+l /n-—1 n+1 n+1
< . . — 2 2 2
) < " (n_2 C(n—3)+ >+ T el
1 1 1 1
<0 -C’(n—3)—|—2n+ yolt ot

n—2 n n-+1
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Nun erkennen wir, worauf das hinauslauft:

Cn) < n+1

1 1 1 1 1
<MHlo@ 2ty (54t )

1 2 n—1 n n+1

H,=>7r % nennt man auch die n. Harmonische Zahl. Wir verzichten auf einen
Beweis per Induktion und erkennen an, dass es sich oben um die (n + 1)-te Harmonische
Zahl handelt. Wir wollen die Harmonische Zahl abschétzen.

. T
Fin
(x)
gix) oo
35| |
1 i
25| |
| i
15| |
| i
ol [ |
L E— . %
0 ‘ ‘ ‘ | | Il Il
0 05 1 15 2 25 3 e )

Abbildung 1.1: H, zeigt den Teil auf, der bei jedem Schritt der Harmonischen Reihe summiert wird.
Die Harmonische Reihe kann geometrisch als die Grofie der Flache von H, interpretiert werden.
f(@) =1 und g(z) = H% bilden eine obere und untere Schranke.

Die Harmonische Zahl H, kann geometrisch interpretiert werden, als die Grofle
der Fléche der Funktion H,(x ) = ( 1, die in Abblldung 1.1 dargestellt ist. Als obere

Schranken kénnen wir f(z) = 1, als untere g(z) = +1 angeben. Also kénnen wird H,

mit Hilfe von Integralen abschitzen. Da wir f(z) = 1 nicht von 0 an abschéitzen konnen,
beginnen wir bei 1 und addieren 1 fiir alle 0 < z < 1 hinzu.

H, <1—|—/ —dr=1+Inn—-Inl=1+1Inn

H>1+/

Wie genau ist diese Abschitzung? Der Unterschied zwischen der oberen und unteren
Schranke entspricht der Euler-Mascheroni-Konstante, also v ~ 0,5772156649. Es gilt
somit:

In(n+1)

H,=lnn+0(1)
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Jetzt haben wir alles zusammen, um die Laufzeit von Quicksort abzuschéitzen.
<2(n+1)(Inn+ O(1))
<2nlnn+ O(n)

2nlogyn

IN

log, € + O(n)

1,386nlogn + O(n)

Q

Fassen wir die Ergebnisse kurz zusammen und iiberlegen wir kurz, was dies fiir die
Praxis bedeutet. Mergesort hat eine Laufzeit von nlogn. Quicksort hat eine Laufzeit
von 1,386nlogn + O(n). Quicksort ist also etwa um den Faktor 1,39 langsamer, als
Mergesort.

Quicksort ist dennoch in der Realitdt meist effizienter als Mergesort. Mergesort
muss die Daten in zwei getrennten Arrays vorhalten, Quicksort kann immer im selben
Array arbeiten. Dadurch muss Quicksort weniger Daten im Speicher lesen und schreiben.
Gerade bei groBen Mengen kann das ausschlaggebend sein. Ubersteigt der benétigte
Speicher den Arbeitsspeicher eines Computers, nutzt dieser als zusétzlichen Speicher die
Festplatte, was zu deutlich ldngeren Zugriffszeiten fithrt. Fiir bestimmte Probleme werden
extra Algorithmen entwickelt, die mehr wert auf kleineren Speicherplatzverbrauch legen,
als auf kurze Laufzeiten. Solche Algorithmen werden vor allem in Gebieten gebraucht, in
denen Algorithmen auf grolen Datenmengen rechnen, wie zum Beispiel der Meteorologie.

Abbildung 1.2 veranschaulicht, die Anzahl der Vergleiche von Algorithmen bestimm-
ter Laufzeit. Des Weiteren wird die Gréfle von Problemen verglichen, die ein Computer
16sen kann, der 10° beziehungsweise 10'° Vergleiche pro Sekunde bewiltigen kann.

n  nlogn %nQ—%n n!
10 33 45  3,6-10°
20 86 190 2,4-10'8
50 282 1225 3,0-10%4

(a) Anzahl von Vergleichen fir Algorithmen
bestimmter Laufzeiten

nlogn %nQ — %n n! nlogn %nQ — %n n!
1 Sekunde 4 -107 4-10% 13 1 Sekunde 3.5-10° 1-10° 14
1 Stunde 1-10'"  26-10% 16 1 Stunde  9,1-10""  84-10% 17

(b) Gréfie von Problemen, die eine Maschine (c) Gréfle von lésbaren Problemen auf einer zehn-
losen kann, welche 10° Vergleiche in der Se- mal schnelleren Maschine
kunde verarbeitet

Abbildung 1.2: Ubersicht diber die Vergleiche bei Algorithmen bestimmter Laufzeitklasse und ihre
losbarkeit auf Maschinen verschiedener GrifSe.

Man sieht in Abbildung 1.2, dass die Griéfle der Probleme nicht proportional mit
der Geschwindigkeit des Computers wachst. Ein Computer kann alle Permutationen
einer Folge untersuchen, die gerade mal ein Element mehr enthélt, als es ein Computer
kann, der zehnmal langsamer ist.
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1.2 BERECHNUNGSMODELLE (MODELS OF COMPUTING)

Wenn wir Laufzeiten betrachten, sprechen wir bislang iiber Vergleiche. Wir sollten
jedoch versuchen Begriffe wie Algorithmus, Speicherverbrauch und Laufzeit mathe-
matische zu erfassen. Dazu dienen uns Berechnungsmodelle. Berechnungsmodelle sind
mathematische Modelle fiir Rechner, also fiir Maschinen zum automatisierten Losen
von Problemen.

Wir wollen zwei Berechnungsmodelle betrachten. Zum einen die von Alan Turing
erfundene Turingmaschine (TM), zum anderen die Registermaschine (RAM — random
access machine). Die Definition einer Turingmaschine setzen wir als bekannt voraus.

Definition 1.1 : Registermaschine (RAM — random access machine)
Eine Registermaschine hat einen Speicher bestehend aus einer unendlichen Anzahl
an Zellen Ry, Ry, ... Jede Zelle kann eine Zahl € Z beliebiger Grofle speichern.

Ein Programm ist eine endliche Folge von Befehlen. Befehle kénnen mit einer
Registeradresse R;, dem Inhalt eines Registers (R;) oder einer Konstante k € N arbeiten.
Ein Befehlssatz konnte zum Beispiel die in Abbildung 1.3 dargestellten Befehle umfassen.

A :=B wobei A eine Registeradresse sein muss und
B eine Registeradressen der Form R;, der In-
halt eines Registers der Form (R;) oder eine
Konstanten € N sein kann

A :=BopC fiir arithmetische Operatoren, wie die Addition,
Subtraktion, Multiplikation und ganzzahlige
Division

GOTO L wobei L eine Zeile des Programms ist

GGZ B, L zur Zeile L des Programms springt, wenn B > 0

GLZ B, L zur Zeile L des Programms springt, wenn B < 0

GZ B, L zur Zeile L des Programms springt, wenn B = 0

HALT Die Abarbeitung des Programms beendet.

Abbildung 1.3: Méglicher Befehlssatz einer Registermaschine

Die Semantik eines Befehls kann man auch formaler fassen. Den Zustand einer
Registermaschine kann man durch eine Funktion ¢ : N — Z beschreiben, die zu jeder
Speicherzelle R; den dort gespeicherten Wert angibt. Die Semantik eines Befehls kann
man dann als Abbildung eines Zustandes auf einen anderen definieren, die vollstdndige
operationelle Semantik l4sst sich also beschreiben, in dem man fiir alle Befehle und
Zustande ihre Folgezustdnde angibt.

Definition 1.2 : Registermaschine berechnet Funktion

Die Berechnung einer Funktion durch eine Registermaschine kann man definieren als:
f:Z* — 7Z*, wobei Z* die Menge aller endlichen Folgen ganzer Zahlen ist. Das bedeutet
falls die Folge ag, a1, ...,ar in den Zellen 0,1, ...,k steht, dann wird das Programm
bis zum HALT-Befehl ausgefiihrt. Danach steht in den ersten s Zellen bg, b1, ..., bs. Das
heifit, die Berechnung einer Funktion durch eine Registermaschine ist eine Funktion, die
Zusténde auf Zustdnde abbildet, wobei es eine Folge von Befehlen geben muss, die den
Startzustand gegebenenfalls tiber Zwischenzustédnde in den Endzustand iiberfithren.
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1.2.1 LAUFZEIT UND SPEICHERBEDARF (KOMPLEXITATSMASSE)

Laufzeit und Speicherbedarf eines Algorithmus dienen als Maf} seiner Komplexitét.

Bei Turingmaschinen sind Laufzeit und Speicherbedarf klar definiert: Ein Zeitschritt,
entspricht der einmaligen Anwendung der Uberfiihrungsfunktion und damit einem
Schritt des Kopfes auf dem Band der TM. Der Speicherplatz gleicht der Anzahl der
benutzten Zellen auf dem Band. Formal ausgedriickt: Die Laufzeit einer TM ist definiert
als t(w) = Anzahl der Schritte, bis TM hélt. Der Speicherbedarf einer TM ist definiert
als s(w) = Anzahl der benutzten Zellen des Bandes bei Eingabe w, bis TM halt.

Bei Registermaschinen gibt es zwei Sichtweisen, das logarithmische Kostenmaf3
(LKM) und das Einheitskostenmafl (EKM).

Definition 1.3 : Einheitskostenmafl (EKM)

Im Einheitskostenmaf} kostet das Ausfithren eines Befehls immer eine Zeiteinheit,
unabhingig von der Komplexitit des Befehls oder seinen Operanden. Fiir den Speicher-
bedarf im Einheitskostenmafl entspricht jedes Register einer Speichereinheit, unabhéngig
von der Grofle seines Inhalts. Die Laufzeit einer Registermaschine im EKM ist also defi-
niert als t(x) = Anzahl ausgefiihrter Befehle bis zum ersten Erreichen des HALT-Befehls.
Der Speicherplatzbedarf einer Registermaschine im EKM ist also definiert als s(z) = in
einem Schritt maximal benutzte Anzahl von Registern {iber alle Befehle.

In der Realitdt wir eine Addition von zwei 1000-stelligen Zahlen mehr Laufzeit und
Speicherplatz brauchen, als die Addition von zwei dreistelligen Zahlen.

Definition 1.4 : Logarithmisches Kostenmafl (LKM)

Das logarithmische Kostenmafl beriicksichtigt die Lénge der einzelnen Operanden.
Die Laufzeit eines Befehls wird als die Summe der Lénge der Bindrdarstellung aller
Werte des Befehls definiert. Ist L(n) die Lange eines Operanden in Binédrdarstellung, so
ist die Laufzeit eines Befehls als Y7, L(¢) definiert, wobei der Befehl aus den Werten
1...7 besteht. Die Laufzeit eines Algorithmus wird wie im EKM definiert, als ¢(x) =
Summe der Laufzeiten aller ausgefithrten Befehle.

Der Speicherplatzbedarf eines Zustandes im logarithmischen Kostenmafl wird als die
Summe der Lénge aller in Registern gespeicherter Werte in Bindrdarstellung zuziiglich
ihrer Adressen in Bindrdarstellung definiert. Der Speicherplatzbedarf einer Registerma-
schine ist wieder definiert, als der in einem Schritt maximal benutzte Speicherplatz iiber
alle Befehle. Anders ausgedriickt wird der Speicherplatzbedarf einer Registermaschine im
logarithmischen Kostenmafl definiert, als der Speicherplatzbedarf des Zustands, der vom
Start der Berechnung bis zum Erreichen das HALT-Befehls den meisten Speicherplatz
verbraucht hat.

1.2.2 KOMPLEXITAT

Komplexitét ist der Uberbegriff fiir die unterschiedlichen Komplexititsmafe, wie
Laufzeit und Speicher. Wir unterscheiden dabei drei Félle: die Komplexitiat im schlech-
testen, im mittleren Fall und die erwartete Komplexitét bei Zufallsalgorithmen.
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Zur Berechnung des schlechtesten Falls betrachten wir das untersuchte Komplexi-
tatsverhalten tiber alle Eingaben der Lange n und nehmen davon das Maximum:

T(n) = ﬁi}ét(n)

S(n) = fﬁiﬁ s(n)

Im Mittel gilt, dass T'(n) der Erwartungswert von ¢(z) ist, wobei = eine Eingabe der
Lange n ist. Zum Berechnen des Erwartungswertes brauchen wir die Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf der Menge der Lange der Eingaben. Bei der Analyse des deterministischen
Quicksort-Algorithmus gehen wir davon aus, dass alle Permutationen der Eingabefolge
mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.

Zufallsalgorithmen werden auch probabilistische oder randomisierte Algorithmen
genannt. Sie verwenden den Zufall, um einzelne Entscheidungen zu treffen, zum Beispiel
fir die Auswahl eines Pivotelements. Hier hilft es nicht iiber alle Eingaben zu mitteln.
Statt dessen muss der Erwartungswert iiber alle zufélligen Entscheidungen betrachtet
werden.

Der deterministische Quicksort-Algorithmus hat eine gute Laufzeit im Mittel, es gibt
jedoch ,schlechte* Eingaben, die eine schlechte Laufzeit provozieren. Der randomisierte
Quicksort-Algorithmus hat ein gutes Laufzeitverhalten fiir alle Eingaben.

1.2.3 VERGLEICH DIESER BERECHNUNGSMODELLE

Satz 1.1 : Zur Laufzeit von RAM und TM
Zu einer Registermaschine mit Laufzeit 7'(n) im logarithmischen Kostenmaf} gibt es
eine fquivalente Einband-Turingmaschine der Laufzeit O(T(n))?

Satz 1.2 : Zum Speicherplatz von RAM und TM
Zu einer Registermaschine mit Speicherplatz S(n) im logarithmischen Kostenmaf
gibt es eine dquivalente Einband-Turingmaschine mit Speicherplatzbedarf O(S(n)).

Insbesondere gilt, dass alle Probleme, die in polynomieller Zeit oder Platz auf einer
Registermaschine mit logarithmischen Kostenmafl 16sbar sind, auch in polynomieller
Zeit auf einer Turingmaschine l6sbar sind. Polynomiell bedeutet, dass die Laufzeit in
O(n*) liegt, fiir ein k € N.

Bemerkung: Komplexititsklasse P
Diese Klasse von Problemen, die in polynomieller Laufzeit 16sbar sind, heifit P. Die
Klase von Problemen, die in polynomiellem Speicherplatz lésbar sind, heifit PSPACE.

1.3 DARSTELLUNG VON ALGORITHMEN UND IHRE LAUFZEITANALYSE
1.3.1 PSEUDOCODE

Algorithmen werden meist nicht als Register- oder Turingmaschinen dargestellt,
stattdessen werden Konstrukte hoherer Programmiersprachen genutzt, wie z.B. if, for,
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while oder Rekursion, zum Teil sogar vermischt mit umgangssprachlichen Anweisungen.
Diese Art der Darstellung nennt man Pseudocode.

Die Umsetzung in Code einer Registermaschinen sollte offensichtlich sein. Die Analyse
von Algorithmen ist auch moglich, wenn sie in Pseudocode vorliegen, zumindest in Form
von O oder O.

1.3.2 BEISPIEL SORTIERALGORITHMEN

Betrachten wir zum Beispiel die Sortieralgorithmen 1.1 bis 1.5. Ihre Laufzeit! auf
einer Registermaschine ist proportional zur Anzahl der Vergleiche. Das ist keine triviale
Aussage, sondern eine Aussage, die unter Betrachtung der Algorithmen im Pseudocode
gewonnen werden kann. Damit ist zum Beispiel die Laufzeit von Mergesort ©(nlogn)
auf einer Registermaschine.

Anz. Vergl. RAM (EKM)

Minimum Auswahl %nz 2,512
Mergesort ~nlogn 12nlogn
Randomisiertes Quicksort ~1,38nlogn 9nlogn

1.3.3 REKURSION

Rekursion wird zum Beispiel von der Algorithmen-Entwurfsstrategie divide & conquer
(Teile und herrsche) genutzt. Um ein Problem der Gréfie n zu 16sen, wird es in kleinere
Teilprobleme zerlegt. Diese 16st man rekursiv und kombiniert ihre Lésungen zu einer
Losung des Gesamtproblems.

Liefert die Laufzeitanalyse eines Algorithmus eine Rekursionsgleichung, so muss
diese aufgelost werden (vergleiche z.B. die Laufzeitanalyse 1.4 von Quicksort auf S. 3).
Die Nutzung von Rekursion in Algorithmen beinhaltet die Gefahr exponentielle Laufzeit
zu bekommen (siche Ubung).

Neben der Laufzeit spielt auch der Platzbedarf gerade bei rekursiven Algorithmen
eine grofle Rolle. Wahrend der Laufzeit wird ein Stack aufgebaut, der fiir alle rekursiven
Aufrufe einen activation record, einen Datensatz mit allen Laufzeitinformationen, enthélt.
Unter der Annahme, dass die Datensétze im Laufzeitstack konstante Grofie haben, ist
der Speicherplatzbedarf fir diesen Stack ist so hoch, wie die Tiefe der Rekursion sein
kann.

Beispiel: Fakultét
Die Fakultét lasst sich rekursiv berechnen:

fak(0) =1
fak(n) = fak(n—1)-n

1So nicht anders angegeben betrachten wir Laufzeit, Speicherplatz usw. immer im Einheitskostenma$.
Betrachten wir solche Werte nach dem logarithmischen Kostenmaf, weiflen wir speziell darauf hin.
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Dieses Vorgehen hat einen Speicherplatzbedarf von ©(n). Die Fakultét ldsst sich
aber auch durch eine einfache Schleife berechnen, ganz ohne Rekursion und ohne
Laufzeitstack.

1.3.4 TyYPISCHE FUNKTIONEN

Betrachten wir einige bei der Analyse von Algorithmen typischerweise auftretende
Funktionen, sortiert nach ihrem Wachstum:

log log n
logn
NLD

n linear
nlogn
n? quadratisch

n3

} logarithmisch

polynomiell

2'”
n! }exponentiell
o’

22" doppelt exponentiell
logn
noe

Da lim

Jim = 0 wissen wir, dass logn = o(n®). logn wéchst also schwécher als

1

jedes n®, « > 0, daher auch als \/n =nz.
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2 SORTIEREN UND SUCHEN

2.1 VERGLEICHSBAUMMODELL

Das Vergleichsbaummodell modelliert Algorithmen, die nur auf Vergleichen zwischen
Elementen der Eingabefolge beruhen. I sei ein Universum auf dem eine lineare Ordnung
< definiert ist. Die Eingabefolge ist definiert als aq,...,a, € U.

Abbildung 2.1: Vergleichsbaum fir einen Algorithmus und eine Eingabe a1, ..., an

Die Algorithmen 1.1 bis 1.5 lassen sich fiir feste n als Vergleichsbdume darstellen.

123

213 231 321 312

Abbildung 2.2: Vergleichsbaum fiir Mergesort und die Fingabe a1, a2, as

In den Bléattern des Vergleichbaums finden wir das Ergebnis des Algorithmus. Fiir

vergleichsbasiertes Sortieren kénnnen wir durch den Vergleichsbaum eine untere Schranke
zeigen.
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2.1.1 UNTERE SCHRANKE FUR VERGLEICHSBASIERTE SORTIEREN

Allgemeine Sortierverfahren funktionieren auf beliebigen, linear geordnetem Uni-
versum. Fir allgemeine Sortierverfahren kann man eine untere Schranke zeigen. Fiir
spezielle Universen (z.B. {0,1}) lassen sich schnellere Sortierverfahren finden.

Eine untere Schranke ist eine Aussage der Form: fiir jede Eingabe der Léange n
braucht man mindestens 7'(n) Vergleiche. Eine untere Schranke kann auch eine Aussage
der Form sein: es gibt eine Eingabe der Linge n zu deren Sortierung man mindestens
T'(n) Vergleiche braucht. Anstatt auf Vergleichen kénnen sich die Aussagen natiirlich
auch auch auf Laufzeit, Speicher oder der Gleichen beziehen.

Ein Vergleichsbaum zum Sortieren einer Folge der Linge n muss mindestens n!
Blatter haben, da n! der Anzahl aller méglichen Permutation einer Folge der Lénge
n entspricht. Ein Vergleichsbaum ist binir, das heiBt bei Hohe h hat er maximal 2"
Blatter. Die Hohe entspricht einem Lauf durch den Vergleichsbaum von oben nach unten
mit einer maximal langen Folge von Vergleichen. Die Anzahl der Blétter lasst sich also
durch 2" > Anzahl der Blitter > n! abschitzen, mit h > logn!. Wir kénnen n! wie folgt

abschéatzen:
n o /n
1=1.2-....—- | =+1)-...-n>
n 5 <2+) n >

>

V|3

n
2

Also gilt logn™ > logn! > log 52. Genauer ldsst sich n! noch durch die Stirlingsche
Formel abschitzen: n! = v/2mn (2)" eion wobei 0 < © < 1.

e
n
ny

Wegen der Logarithmengesetze ist log §2 = 5 (logn — 1). Mit den Logarithmenge-
setzen und der Stirlingschen Formel kénnen wir log n! wie folgt abschéitzen.

logn! = log (\/ 2mn (n) e&)
e
—llo +110 27 4+ n(logn —lo )+glo
= 5 logn + 5 log 2 + n(log ge) + 15, loge

1 1
=nlogn —nloge + §logn+ 510g27r+0(1)

n11_>1rr010 o(1) =0, also ist h > nlogn — O(n) fir hinreichend grofe n.
Satz 2.1 : Untere Schranke fiir vergleichsbasiertes Sortieren

Im Vergleichsbaummodell braucht jeder Algorithmus zum Sortieren einer Folge der
Lénge n im schlechtesten Fall mindestens nlogn — O(n) Vergleiche.

Das heifit man kann nicht schneller sortieren als nlogn — O(n). Fir spezielle
Universen kann man das wie gesagt schlagen, im Allgemeinen Fall aber nicht.

Algebraische Berechnungsbdume sind ein erweitertes Modell der Vergleichsbdume.
Vergleichsbdume werden dabei um Rechnungen erweitert, so dass in algebraischen
Berechnungsbdumen auch +, —, %, / verwendet werden koénnen.

Auch mit diesem Modell lasst sich 2(nlogn) als untere Schranke fiir allgemeine
Sortierverfahren zeigen.
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2.1.2 WEITERE UNTERE SCHRANKEN

Exkurs: Landau-Notation
Landau-Symbole werden verwendet, um das asymptotische Verhalten von Funktionen
und Folgen zu beschreiben.

Notation Bedeutung math. Definition
f € O(g) obere Schranke: f wéchst nicht 0 < limsup ‘M‘ < 00
: z—a 19@)
wesentlich schneller als g
f€o(g) f wachst langsamer als g (asym- liin % =0
r—a
ptotisch vernachldssigbar)
f€Q(g) f wichst nicht wesentlich langsa- 0 < lim Jnf ’%’ < o0
x a
mer als g (untere Schranke)
, im | £@) | —
f€ew(g) f wichst schneller als g (g € %gna gy | =

o(f))
f€06(g) fund g wachsen gleich schnell 0 < liminf ‘%‘ < lim sup ‘% < 00

T—a

(f € O(g) und g € O(f)) 2—a

Q(nlogn) gilt nicht nur fir allgemeine Sortiverfahren als untere Schranke. Ein
anderes Problem mit der selben unteren Schranke ist das Problem der Mengengleichheit.
Gegeben sind zwei Mengen iiber einem Universum: S, T C U. Gefragt ist, ob S und T’
gleich sind, also S = T7 Entscheiden lasst es sich in nlogn, in dem man beide Mengen
sortiert und anschliefend in linearer Zeit vergleicht.

Ein weiteres Problem der Art ist das Problem der element uniqueness. Gegeben ist
eine Folge S C U der Liange n mit den Elementen as,...a,. Gibt es ¢, j mit i # j, so
dass gilt a; = a;?

Es gibt nicht viele Probleme mit bekannten unteren Schranken. Interessant ist, dass
es noch andere Wege gibt die untere Schranke fiir allgemeine Sortierverfahren zu zeigen,
als iiber das Vergleichsbaummodell.

Wir wollen hier aber noch ein Problem mit einer anderen unteren Schranke betrachten:
Finden des Mazimums. Das triviale Vorgehen ist sicherlich das erste Element mit dem
zweiten zu vergleichen und sich das Grofiere der beiden zu merken. Alle weiteren
Elemente werden dann mit dem bis dahin gefundenen Maximum verglichen, so dass
man auf eine Laufzeit von n — 1 kommt. Warum geht es aber nicht schneller als mit
n — 1 Vergleichen? Jedes Element, das nicht als Maximum deklariert wird, muss in
einem Vergleich unterlegen gewesen sein: Es gibt im allgemeinen Fall keine Moglichkeit
zu erkennen, dass ein Element nicht das Maximum ist, ohne es zu Vergleichen. Jedes
Element muss also mind. einmal verglichen worden sein, daher braucht man mindestens
n — 1 Vergleiche.

2.2 SORTIEREN IN LINEARER ZEIT

Sortieren in linearer Zeit ldsst sich weder im Vergleichsbaummodell realisieren noch
fiir den allgemeinen Fall. Wir wollen hier Algorithmen betrachten, die spezielle Universen
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in linearer Zeit sortieren. Betrachten wir zundchst das Universum U = {0,1}. Hier
kann man in O(n) mit zwei Zahlern sortieren, indem man erst alle 0- und dann alle
1-Elemente zdhlt und anschlieflend die richtige Anzahl in der richtigen Reihenfolge
ausgibt. Verallgemeinert auf beliebige endliche Universen U = {¢y, ..., cx} braucht man
k = |U| Zahler.

Bucketsort ist eine Verallgemeinerung des Sortierens in linearer Zeit. Allen zu
sortierenden Elemente muss dazu ein Wert zugewiesen werden kénnen. Die Eingabe
kann dann als Intervall angesehen werden, dass in gleichgrofle Teilintervalle aufgeteilt
werden kann, in sogenannte ,Buckets®. In diese Buckets werden dann die Elemente
einsortiert. Wenn die Elemente gleichverteilt sind und die Anzahl der Buckets der Anzahl
der Elemente entspricht (ein Element pro Bucket), so arbeitet Bucketsort in linearer
Zeit. Andernfalls miissen die Buckets intern sortiert und dann konkateniert ausgegeben
werden. Bucketsort hat dann die Laufzeit des Algorithmus, der zum Sortieren der
Buckets genutzt wird. Diese Verfahren ist zum Beispiel gut geeignet, um Briefe anhand
von Postleitzahlen zu sortieren.

Radizsort ist ein Algorithmus zum Sortieren von Woértern € ¥* mit X endliches
Alphabet. Es basiert auf Bucketsort. Das Ziel ist es die eingegebenen Worter in le-
xikographische Ordnung zu bringen. Dabei hat jeder Buchstabe in einem Wort ein
unterschiedliches Gewicht, je nach seiner Position (grofites Gewicht hat der erste Buch-
stabe, kleinstes Gewicht der letzte). Radixsort sortiert die Worter wie folgt: zu erst
werden die Worter anhand ihres letzten Buchstaben sortiert. In weiteren Laufen werden
die Buchstaben von hinten nach vorne verglichen und die Reihenfolge der Worter nur
verdndert, wenn die betrachteten Buchstaben nicht in lexikographischer Ordnung stehen.
Ein Beispiel ist in Abb. 2.3 zu sehen.

Mon Die Die Die
Die letzer Mon vorletzer Mit erster Don
Mit Buchstabe Don Buchstabe Mon Buchstabe Mit
Don Mit Don Mon

Abbildung 2.3: Radizsort auf den Wortern Mon, Die, Mit, Don.

Radixsort braucht O(n) Zeit, wobei n der Gesamtzahl der Buchstaben aller Worter
entspricht.

2.3 DAS AUSWAHLPROBLEM (SELECTION, ORDER STATISTICS, SELECT)

Betrachten wir das Auswahlproblem: Als Eingabe bekommen wir eine Folge S von
n Elementen aus dem Universum (U, <) und die Zahl k& mit 1 < k < n. Gesucht ist das
k-t-kleinste Element von S, also das Elemente, das an Stelle k der Folge S steht, wenn
sie aufsteigend sortiert ist. Dieser Ansatz — sortieren der Folge und abzéhlen der Stelle
k — liefert bereit einen Algorithmus, mit Laufzeit O(nlogn). Geht das noch schneller?
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2.3.1 RANDOMISIERTES SELECT

Algorithmus 2.1 : SELECT(k, S)
1. Falls |S| =1 (also S = {a}), return a, sonst:

2. Wahle zufillig ein Element a € S.

3. Spalte S in drei Teilfolgen: S; = {Elemente < a}, Sy = {Elemente = a} und
S3 = {Elemente > a}.

4. Falls k < S|, dann return SELECT(k, S1).
5. Falls k < |S1| + |S2| dann return a.

6. Sonst return SELECT(k — |S1| — |Sa2l, S3).

Dieser Algorithmus ist mit Quicksort vergleichbar. Er hat die gleiche Schwiéche:
Wenn man a ungiinstig wihlt, ist die Laufzeit im schlechtesten Fall ©(n?). Doch wie ist
die erwartete Laufzeit, also die Laufzeit im Mittel?

Der Rekursionsanker ist einfach zu finden: T'(1) = b, wobei b konstant ist. Stellen wir
die Rekursionsgleichung fiir 7'(n) auf: Sei a das i-t-kleinste Element (also das Element an
Stelle 4, falls die Folge aufsteigend sortiert ist). Dann ist S1 = {a1,...,ai—1}, S2 = {a;}
und S3 = {ai41,...,a,} . Jedes i € {1,...,n} hat eine Wahrscheinlichkeit von . Falls
1 < k, so liegt das gesuchte Element in S3. Wir starten also eine rekursive Suche in S3,
einer Teilfolge der Gréfie n —i. Angenommen i > k, so liegt das gesuchte Element in Sy,
also in einer Teilfolge der Grofie ¢ — 1. Der Fall ¢ = k ist durch T'(1) bereits abgedeckt.
Die Rekursionsgleichung lasst sich daher wie folgt aufstellen:

k—1 n
T(n)zi( S T(n—i) + T(i—1)>+ en
=1

i=k+1 fiirs Aufteilen

rek. Aufruf fiirS3  rek. Aufruf fiirS;

Betrachten wir kurz die beiden Summen in dieser Gleichung. In der ersten Summe
verlauft ¢ von 1 bis k — 1. Es wird also summiert tiber T'(n —1)+T(n—2)+...+T(n—
k+1). In der zweiten Summe verlduft ¢ von k + 1 bis n. Es wird also summiert iiber
Tk)+...4T(n—2)+T(n—1).

1 k 3l n—k+1 n-1

Abbildung 2.4: Angenommen k < 5. Der mittlere Bereich visualisiert die erste, der untere die zweile
Summe. Der blaue gepunktete Bereich entspricht: k... %5, der grine gestrichelte grofiere Bereich
Z...n—k+1).

Angenommen k < 5. Wir kénnen k...5 durch §...n — k + 1 ersetzen, da T'
monoton steigend und somit der ersetzte Bereich kleiner ist, als der ersetzende Bereich.
In Abbildung 2.4 wird das ganze veranschaulicht: wir ersetzen den blauen, durch den
griinen Bereich. Dadurch kénnen wir die beiden Summen zu einer zusammenfassen, und
schreiben:

i
L

2
T(n) < — T@E)+c-n
n i

,_
w3
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Behauptung: T'(n) = O(n). Das heiit 3d > 0: T'(n) < dn fiir alle n € N. Wir wollen
das durch Induktion {iber n beweisen.

Wir nehmen an, dass eine Konstante d existiert, so dass gilt T'(n) < d - n. Als
Induktionsanfang dient uns n = 1. Anhand von Zeile 1 des Algorithmus kann man
sehen, dass T'(1) = b < d. Fiir ein geeignet gewéhltes d > b ist das richtig. Es folgt der
Induktionsschritt (n — 1) — n:

2n1
;ZT +cn

i=l3]

Aufgrund der Induktionsvoraussetzung kénnen wir annehmen, dass

n) <

Daher gilt:

2d 'y
— Z 14 cn
" iz
Die Summe schétzen wir mit dem Satz von Gaufl ab, wobei wir aufgrund des Laufindex

der Summe den zu viel berechneten Teil subtrahieren miissen.

T(n)§f<n(n21)_L§J(L%J—1)>+cn o J>,_1

Unter Berticksichtigung der Abschétzung |§] > 5§ — 1 konnen wir schreiben:

2(d (1, 1 (2-1)(2-2)

T(n) < Z | Zp2 - Zp 22 7702 7/

(n)_n<2n 5" 5 + cn
1

<2 (Gt qn-1)+
= 8n ik cn

Die —1 koénnen wir weg lassen, fiir die Ungleichung ist das unerheblich.
1
T(n) < %dn + §d +cn

d
= (id+c>n+2

Gegen die g kénnen wir noch etwas machen: Die %d ersetzen wir durch 0,8d und ziehen
dann 0,05dn vom zweiten Summanden ab.

1
T(n) < (0,8d+c)n + (2 - 0,05n> -d

Fiir n > 10 nimmt (% — 0,051 ) - d einen Wert < 0 an, das heif3t fiir diese n ergibt sich:

N—

T(n) < (0,8d + c)n

Wir kénnen nun wiederum abschétzen 0,8d+c¢ < d und nach d < 5c¢ auflésen. So erhalten
wir schliefflich fir n > 10
T(n) <dn

Fiir n < 10 braucht Algorithmus konstant viele Schritte: T'(n) < e. Wahlen wir d > e
dann gilt T'(n) < dn fiir alle n € N. Die Behauptung gilt also mit d = max(b, 5¢, e).
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Satz 2.2
Der Algorithmus SELECT 16st das Auswahlproblem mit mittlerer Laufzeit O(n) fiir
Folgen der Lange n.

2.3.2 DETERMINISTISCHES SELECT

Koénnen wir einen deterministischen Select-Algorithmus finden, mit garantierter
Laufzeit von O(n)? Wir ersetzen die ersten beiden Zeilen im Select-Algorithmus durch
folgende:

1. Falls |S| < 60, lose das Problem ,brute force“ zum Beispiel durch sortieren und
auswahlen. Sonst:
2. e Teile S in [%} Teilfolgen der Lange 5
e bestimmte von allen Teilfolgen die ,Mediane* (d.h. k-tes Element fir k = [%])

e bestimme von diesen [%| Medianen rekursiv den Median und wéhle ihn als
Element a aus.

Warum ist die Laufzeit garantiert linear? In Abbildung 2.5 sieht man, dass durch ein
klug gewéhltes a ein konstanter Bruchteil an Elementen wegféllt und nicht untersucht
werden muss.

1 1 1

»Oo—pO——PO—PO
PCPXJPCPO
PCPXJPCPO

o) o) o) o) o) o)

Abbildung 2.5: Graphische Darstellung der Mediansuche: von links nach rechts sieht man die finf-
elementigen Teilfolgen, jeweils von oben nach unten absteigend sortiert (ein Pfeil steht fir <).
Die roten Punkte markieren die Mediane, der rote Kreis den Median der Mediane. Die Bozx
markiert die Menge A, die alle Elemente enthdlt von denen aus es einen gerichteten Pfad zum
Median der Mediane gibt. Die Box markiert die Menge B, die alle Elemente enthdlt zu
denen es einen gerichteten Pfad vom Median der Mediane aus gibt. Beim Aufspalten fallt eine von
beiden Mengen weg, so dass der rekursiver Aufruf hochstens die tubrigen Elemente untersuchen
MUSS.

Wenn n kein Vielfaches von 5 ist, kdnnen wir neben der letzten fiinfelementigen Teil-
menge bis zu vier weitere Elemente habe. Diese beriicksichtigen wir bei der Mediansuche
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nicht, sie flieen einfach direkt in die Menge der Elemente ein, die spéter untersucht
werden.

Wir wissen, dass es in Abbildung 2.5 einen gerichteten Pfad von allen Elementen
der Menge A zu a, dem Median der Mediane gibt. Daher gilt Vb € A : b < a. Analog
kénnen wir folgende Aussage gestalten Vb € B : b > a. Beim Aufspalten beziiglich a
fallt daher die Menge A oder die Menge B weg. Der rekursive Aufruf untersucht daher
héchstens die restlichen Elemente. Es gibt ¢ Teilfolgen, von denen die eine Hélfte zu A
beitrégt, die andere Hélfte zu B. Jede Teilfolge hat fiinf Elemente, von denen wiederum
die Hélfte zu A beziehungsweise zu B gehort. Wir konnen die Grofie von A und B somit

abschétzen als |A| > [%] -3=3- 1] <|B|

Die rekursiven Aufrufe betreffen daher hochstens |S1], [S3| < n — 3| 15| Elemente.
Diese konnen wir weiter abschitzen: Es gilt n—3[ 5] <n—3(y5—1) =0,7n+3 < 0,75n
falls 3 < 0,05n also fiir hinreichend Grofie n > 60. Dies begriindet die erste Zeile des
Algorithmus, die fiir die ersten 60 Elemente einen Brute-Force-Ansatz wihlt.

Wir erhalten folgende Rekursions(un)gleichung:

Tn)< T(zn)) +  T(z) + dn, +0(n)

N———— N—— aufteilen in S7,52,53
fir den Rek. Aufruf fir die Mediansuche

Warum ergibt das lineare Laufzeit? Wir zeigen per Induktion, dass es eine Konstante
b gibt, so dass T'(n) < bn fiir alle n € N und somit T'(n) € O(n) liegt.

Betrachten wir zunéchst den Induktionsanfang fiir n < 60. T'(n) < c¢. Wir wéhlen
die Konstante b nun so, dass gilt b > ¢ und der Induktionsanfang somit stimmt. Es folgt
der Induktionsschritt n — 1 — n.

3 1
T(n) < an + 5bn +dn = (0,950 + d)n

Wir wahlen b nun so, dass 0,950 + d < b, also d < 0,05b und somit 20d < b.

b lasst sich ingesammt bestimmen durch b = max(c, 20d), womit wir gezeigt hétten,
dass es eine Konstante b gibt, so dass T'(n) < bn und somit T'(n) € O(n).

Satz 2.3 : Deterministische Select hat lineare Laufzeit
Die deterministische Variante von SELECT hat auch im schlechtesten Fall eine
Laufzeit von O(n).

2.4 SUCHEN

Gegeben ist eine Menge S C U mit U linear geordnetem Universum: (U, <). Welche
Moglichkeiten gibt es .S so abzuspeichern, dass eine effiziente Suche in S moglich ist?
Mit ,,Suche® ist ein Algorithmus gemeint, der feststellt, ob ein a € U in S enthalten ist
und gegebenenfalls die Stelle findet, an der sich a in .S befindet.
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2.4.1 DBINARSUCHE

Eine Losung ist ein geordnetes Feld fiir S. Diese Datenstruktur erméglicht Binarsuche.

Algorithmus 2.2 : Binadrsuche
: function BINSUCHE(l, r, a)
if [ <r then
= e
if S[k] == a then
return k
else if S[k] > a then
return Binsuche(l, k — 1, a)
else
return Binsuche(k + 1, r, a);
end if
else
return nicht gefunden
13: end if
14: end function

— = e
N = O

Betrachten wir die Laufzeit T'(n) der Binérsuche, mit n = |S|. Der Suchraum wird
bei jedem Schritt halbiert. Daher ergibt sich folgende Rekursionsgleichung:

Daraus folgt T'(n) = O(logn). Wesentlich effizientere Laufzeit im Mittel weifit die
Interpolationssuche auf, die versucht den Suchraum auf den Bereich einzuschrédnken, in
dem ein Treffer erwartet wird.

2.4.2 INTERPOLATIONSSUCHE

Nehmen wir an das Universum U ist ein linear geordnetes Intervall reeller Zahlen,
0.B.d.A U = [0, 1]. Gehen wir weiter davon aus, dass S unabhéngige und gleichverteilte
Elemente sind, die zufillig aus U gewéhlt wurden.

Bemerkung

Jedes beliebige Intervall ldsst sich auf das Intervall [0, 1] abbilden und umgekehrt.
Aus der Beschrankung folgt lediglich, dass es ein grofites und ein kleinstes Element in U
gibt.

? _a

S[I-1] f S[r]
| — —

|
0 sii] Sr+1] 1

Abbildung 2.6: Beispiel: Es soll der Bereich S[l]...S[r] nach a € [0,1] durchsucht werden, dabei ist
S ein aufsteigend sortiertes Feld.
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Die Interpolationssuche funktioniert genau wie die Bindrsuche, bis auf die Auswahl
des Pivotelements a. Als Pivotelement wéhlen wir das k-te Element der Folge S, wobei
k wie folgt definiert ist:

a—S[l—1]
Slr+1]—S[—1]

k:l—1+t -(r—z+1)J

Wir versuchen also das Element als Pivoelement zu wéhlen, bei dem wir bei perfekter
Gleichverteilung das gesuchte Element erwarten wiirden.

Mochte man die Rekursionsfolge aufstellen, um die Laufzeit zu berechnen, so sollte
man fiir S[0] =0 und S[n + 1] = 1 setzen.

Die Laufzeit der Interpolationssuche ist abhédngig von der Gréfle der durchsuchten
Folge: |S| = n. Im schlechtesten Fall hat die Interpolationssuche eine Laufzeit von ©(n),
im Mittel liegt die Laufzeit bei O(loglogn). Der Beweis der Laufzeit ist zu komplex fiir
diese Veranstaltung.

2.4.3 QUADRATISCHE BINARSUCHE

Um ein Feldsegment von S[l]...S[r] nach a € [0, 1] zu durchsuchen bestimmen wir
das Pivotelement, wie bei der Interpolations-Suche und nennen es k. Falls a = S[k] haben
wir das gewiinschte Element bereits gefunden. Falls S[k| > a tiberpriifen wir die Elemente
S[k—+/m], S[k—2y/m],...,S[k—iy/m] bis ein Element < a gefunden wird, wobei m =
r—I+1. Dann durchsuchen wir rekursiv den Bereich S[k—i-[v/m]]... S[k—(i—1)-[\/m]].
Sollte a > S[k] sein, gehen wir analog vor.

<a =a

m

Abbildung 2.7: Quadratische Bindrsuche: es wird die erwartete Position von a berechnet. Je nachdem
ob der vorgefundene Wert grofier oder kleiner ist wird nach links oder rechts um +/m Felder
gesprungen, bis ein kleinerer/gréflerer Wert als a gefunden wird. in dem so eingegrenzten Intervall
wird dann nach a gesucht.

Laufzeitanalyse

Wie viele Spriinge der Lange [v/m] sind im Mittel notwendig um richtiges Intervall
der Lange [y/m] zu finden? Die Anzahl der Spriinge ist abhéngig vom Abstand zwischen
der erwarteten Position des gesuchten Elements a und seiner tatsachlichen Position. Die
tatséchliche Postion kénnen wir auch mit rang(a) bezeichnen, ihre erwartete Position
(den Erwartungswert von rang(a)) haben wir mittels k£ angegeben.

Den Erwartungswert iiber die der Anzahl der benétigten Spriinge nennen wir ¢. P;
ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ¢ Spriinge gebraucht werden um a zu finden.
P; — P, 11 entspricht der Wahrscheinlichkeit genau ¢ Spriinge zu brauchen. Wir kénnen
dann ¢ berechnen:

o0
c=Y i (Pi— Py1)
i1
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Das lasst sich zusammenfassen:

szi'(H—Pi+1)

=1
oo oo
=Y i-P=>(-1)P
i=1 7j=2
[e.e]
=P+ (i-Pi—(i—1)-P)
1=2
oo
=Y P
=1

P und P; sind die Wahrscheinlichkeiten, dass mindestens 1 beziehungsweise mindes-
tens 2 Spriinge benotigt werden, um a zu finden. Es gilt Py, P, < 1. Bei ¢ > 3 Spriingen
ist der Rang von a um mindestens (i — 2) - \/m von seinem Erwartungswert k entfernt,
also:

[rang(a) — k| > (i — 2) - [Vm]

Also gilt fiir ¢ > 3, dass P; kleiner oder gleich der Wahrscheinlichkeit ist, dass der
Abstand zwischen rang(a) und k grofer oder gleich (i — 2) - /m ist:

P; < P(rang(a) — k| = (i — 2) - vVm)

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert einer Zufallsvariablen sich um mehr als einen
gegebenen Wert von dem Erwartungswert dieser Zufallsvariablen unterscheidet, lasst
sich mit der Tschebyscheff Ungleichung abschétzen.

0,2

PX —pl 2<%

Dabei ist X die Zufallsvariable und g ihr Erwartungswert. o ist die Standardabweichung
und o? ist die Varianz von X, das heifit 0?(X) = E((X — E(X))?)

a?

’

| ; ; ; ; ; ; ; |
t t t t t t 1

S[I-1] S[r+1]

Abbildung 2.8: Suche von a tber die Teilfolge S[l]...S[r], also iber die Werte des Intervalls
(S|l — 1], S[r +1]).

Abbildung 2.8 veranschaulicht die Suche von a tiber der Teilfolge S[I]...S[r], also
tiber die Werte des Intervalls (S[l — 1], S[r + 1]). Unsere Zufallsvariable X (a) bildet das
gesuchte Element a auf seinen Rang rang(a) ab. Der ist identisch mit der Anzahl der
S[j] fiir die gilt S[j] < a. Wir gehen davon aus, dass S[j] unabhéngige, gleichverteilte,
gleichméBig iiber dem Intervall (S[l —1], S[r +1]) gezogene Elemente sind, die nach ihrer
Ziehung ihrer Grofle nach geordnet wurden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig
aus (S[l — 1], S[r + 1]) gezogenes Element S[j] < a ist, kdnnen wir angeben als

~a—S[l—1]
-~ S[r+1] = S[—1]
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Es ist klar, dass j = [, ..., r sein muss. Wir erinnern uns, dass wir m = r — [+ 1 definiert
hatten. Nun kénnen wir der Binomialverteilung entsprechend berechnen, wie grof die
Wahrscheinlichkeit ist, dass g viele S[j] < a sind:

<q> .P9.(1—P)ma

(7;) gibt die Moglichkeiten an ¢ Stiick aus m auszuwéhlen. p? steht fiir die Wahr-

scheinlichkeit, dass diese ¢ alle < a sind. (1 — p)?~" entspricht der Wahrscheinlichkeit,
dass die restlichen S[j| > a sind.

Der Erwartungswert einer binomialverteilten Grofle ist

E(X)=p
S (7)o
q=0 q
—P.-m

Thre Varianz ist

Wir kénnen F; jetzt durch die Tschebyscheff Ungleichung abschétzen.

o2 P-(1-P)-m P-(1-P)
2= =

((i = 2)y/m)? (i —2)?

P <
~—
>i Sprunge, i>3

025 - /’\ : T

0 0.5 1

Abbildung 2.9: Visualisierung von P(1 — P) zur Abschditzung gegen 0,25.

Abbildung 2.9 visualisiert P(1 — P). Es ist leicht zu sehen, dass wir P(1 — P) < 1
P'(l_P) < 1

setzen konnen, also P; = 2T < T

Nun lésst sich die erwartete Anzahl von Vergleichen genau bestimmen. Weil P, Py <
2
1 kénnen wir P; + P < 2 abschéitzen. Dank Gaufl wissen wir Z;’il ]% = %.
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o0
c= P,
i=1
1 & 1
<24-3 ——
4123(1—2)
131
=2 727
2
4j=1~7
2
7r
—24
+24
= 2,411

Damit kénnen wir die Rekursionsgleichung fiir 7'(n) aufstellen:

T(1) = b
T(n) <T(v/n)+c

T'(y/n) berechnet die Kosten fiir den rekursiven Aufruf. Den Suchraum kann man
im Mittel in konstanter Zeit auf \/n einschrianken, was durch ¢ (zuvor gegen 2,411. ..
abgeschétzt) berticksichtigt wird.

Wir analysieren die Rekursionsgleichung fiir n der Form 22",
T(1)=1b
T(n) <T(v/n)+c
< T(ni) +2-c

(n(%a)) +a-c
(2) + c¢-loglogn

VANVAN

T
T

a setzen wir also so, dass gilt n(z") = 2. Daraus folgt:

logn%‘l =1
1
2—alogn =1
logn = 2¢
loglogn = a

und daher T'(n) € O(loglogn). Fiir allgemeine n lieBe sich durch Induktion zeigen, dass
T(n) < c-loglogn.
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3 DATENSTRUKTUREN

Definition 3.1 : Datenstruktur
Eine Datenstruktur definiert eine Art Daten abzuspeichern, damit gewisse Operatio-
nen effizient ausgefiihrt werden kénnen. Bei der Analyse betrachtet man

e die Vorverarbeitungszeit (preprocessing) um die Datenstruktur aufzubauen
e den Speicherplatz

o Zeit fur die Operationen (z.B. Suchen, Einfiigen, und so weiter).

Es gibt Datenstrukturen, in denen man z.B. sehr effizient suchen kann, die aber
beim Einfiigen oder Loschen vergleichsweise langsam sind. Andere Datenstrukturen sind
darauf ausgelegt schnell Daten aufnehmen zu kénnen, eignen sich wiederum nicht so
dazu durchsucht zu werden.

3.1 WORTERBUCH (DICTIONARY)

Als Worterbuch versteht man einen abstrakten Datentyp, der Daten iiber einem
Universum U in einer Menge S C U speichert. Uber U ist meist eine lineare Ordnung
definiert, z.B. <.

Operationen auf Datenstrukturen, die man zu Worterbiichern zéhlt sind:
e Suche(a, S): a € S?
e Einfiigen(a, S): S := SU{a}

e Streichen(a, S): S := S5\ {a}

Betrachten wir uns einige konkrete Datentypen, die man als Worterbuch ansehen
kann.

3.1.1 SORTIERTES FELD

FEin Sortiertes Feld ist sehr effizient, wenn es um das Suchen eines Wertes geht. Die
Suche auf einem sortierten Feld lasst sich in O(logn) ausfithren. Fiir das Einftigen und
Streichen von Elementen wird ©(n) Zeit gebraucht.

3.1.2 HASHING

Unter Hashing versteht man ein Feld der Grofie m und eine Hashfunktion h : U —
{1,...,m}. Mit Hilfe der Hashfunktion wird die Stelle im Feld bestimmt, an der ein
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Element gespeichert werden soll, beziehungsweise gespeichert ist. h ist im allgemeinen
nicht injektiv, das heifit es kann mehrere Elemente in S geben, die auf die gleiche Stelle
1 abgebildet werden, ein entsprechendes Beispiel zeigt Abbildung 3.1.

3 I B B N

Abbildung 3.1: Die Hashfunktion ist meist nicht injektiv. Alle Elemente x mit h(z) = i werden in
einer Liste an Stelle i im Feld gespeichert.

Einfiigen, Suchen und Streichen kosten O(1 + Léange der Liste) Zeit. Zumindest im
Mittel O(1), falls es gelingt Listenldnge konstant zu halten.

Bei einem Array, wie es in Abbildung 3.1 dargestellt wird, m6chte man nicht zu viel
Platz verschwenden. Entsprechende Anforderungen sind an die Hashfunktion zu stellen.
Wahlt man ein Element aus U zufillig, so sollte jede Position, die die Hashfunktion fiir
das Element berechnet, gleich wahrscheinlich sein.

Man kann die mittlere Listenldnge auch bei beliebig vielen Einfiigungen konstant
halten. Sobald das Verhéltnis % eine Konstante (zum Beispiel 2) iibersteigt verdoppelt
man die Anzahl der Plétze m und fiigt alles in das neue Feld ein. Eine einzelne Einfligung
kann so zwar ©(n) Zeit kosten, aber amortisiert tiber alle Einfligeoperationen erhalten
wir eine Laufzeit von O(1).

3.1.3 DBINARE SUCHBAUME

Ein Bindrer Suchbaum ist eine Datenstruktur, bei der die Elemente in Knoten eines
Baums angeordnet werden. Alle Kinder k eines Knotens a, fiir die gilt £ < a, werden dem
linken Teilbaum der Nachfolger von a hinzugefiigt, alle anderen Knoten dem rechten.
Abbildung 3.2 stellt das fiir einen Knoten und zwei Teilbdume dar.

Abbildung 3.2: Jeder Knoten eines bindren Suchbaums hat maximal zwei Kinder. Alle Kinder, die im
linken Teilbaum angehdngt sind, sind kleiner oder gleich als der Knoten a. Alle Kinder von a die
grofier sind, werden zum rechten Teilbaum hinzugefiigt.

Die in Abbildung 3.2 dargestellte Strukturierung gilt fiir jeden Teilbaum eines
bindren Suchbaums. Die Blétter eines bindren Suchbaums enthalten keine Elemente von
S. Jedes Blatt entspricht einer erfolglosen Suche.
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Gesucht wird, in dem das gesuchte Elemente mit der Wurzel des Baums oder eines
Teilbaums verglichen wird. Ist sie das gesuchte Element, kann die Suche erfolgreich
beendet werden. Andernfalls wird rekursiv im linken oder rechten Teilbaum weiter
gesucht, je nachdem, ob der zu vor betrachtete Knoten grofier oder kleiner als das
gesuchte Element war. Erreicht man ein Blatt des Baums, wird die Suche erfolglos
beendet.

Zum FEinfiigen sucht man nach dem Element, das eingefiigt werden soll, bis man ein
Blatt erreicht. Anstelle des Blatts fiigt man das Element ein und héngt an es zwei neue
Blatter an. Beim Streichen sucht man das zu streichende Element und ersetzt es durch
die Wurzel des linken Teilbaums seiner Nachfolger.

Suchen, Einfiigen und Streichen von Elementen in einem bindren Suchbaum lassen
sich in O(h) Zeit realisieren, wobei h fiir die Hohe des Baums steht. A ist im gilinstigs-
ten Fall (perfekt ausbalancierter Bindrbaum) [logn] und im schlechtesten Fall (nicht
ausbalancierter, entarteter Bindrbaum) n.

Wie kann man Hohe O(logn) garantieren, bei beliebigen Einfiigungen und Strei-
chungen? Dazu gibt es viele Ansétze, diese Fragestellung ist gerade in den 1970er Jahren
viel untersucht worden. Wir betrachten hier zwei Methoden, die die Héhe O(logn)
garantieren.

3.1.4 HOHENBALANCIERTE BAUME (AVL-BAUME)

Hohenbalancierte Baume wurden 1962 von Addson-Velski und Landis vorgestellt,
sie werden auch AVL-Bidume genannt. Héhenbalancierte Baume sind bindre Suchbdume,
wobei sich die Hohe des linken und die Hohe des rechten Teilbaums eines jeden inneren
Knotens um héchstens 1 unterscheiden.

Behauptung
Die Hohe eines AVL-Baums mit n inneren Knoten ist ©(logn).

Beweis

ny, sei die Mindestknotenanzahl eines AVL-Baums der Hohe h, also die Mindestan-
zahl innerer Knoten, mit der die Invariante von AVL-Baumen erfillt werden kann. In
Abbildung 3.3 sehen wir drei Bdume unterschiedlicher Héhe und ihre Mindestkontenan-

zahl.

Abbildung 3.3: Drei AVL-Bdume mit no =0, n1 =1, no = 2.
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Wir wir in Abbildung 3.4 sehen, lasst sich eine Rekursionsgleichung fiir die Mindest-
knotenanzahl eines AVL-Baums abhéngig von seiner Héhe aufstellen:

np =np—1+np—2+1

h-—1
Nh-2

Nh-1

Abbildung 3.4: Wenn wir die kleinste Anzahl an inneren Knoten eines AVL-Baumes betrachten, muss
der linke Teilbaum h — 1 Hohe haben, der rechte Teilbaum h — 2.

Dies erinnert uns an die Fibonacci-Zahlen. Es gilt ny, > fr_1 mit A > 1 und f,, die n-
te Fibonacci-Zahl. Wir wollen das durch Induktion beweisen. Fiir den Induktionsanfang
mit h = 1 und h = 2 gilt dies, wie wir in Abbildung 3.3 sehen. Auch der Induktionsschritt

ist einfach:

np = npitnpet+l > fpot+fastl = fratl > fra Y
Wir wissen, dass fn_1 > ¢" 2. Dabei ist ¢ = @ der sogenannte ,, goldene Schnitt*.

Nun kénnen wir h besser abschétzen:

np > @2
logny > (h —2)log ¢

1
hs log ¢
h <1,44logny + 2
h = O(logny)

= O(logn) mit n Anzahl der Knoten

logny, + 2

-2 0
. D
-1 0
h G 1~ th-3 5 ()
h—1} _—T n>~th-2 T, Ts

Abbildung 3.5: Fine Rotation hilft beim Erhalt der AVL-Figenschaft. Der Knoten x wird zur neuen
Wurzel, sein rechter Teilbaum wird links an y gehangen. Die Zahlen bei den Knoten geben den
Wert wieder, den man erhdlt, wenn man die Hohe des rechten von der Héhe ihres linken Teilbaums

abzieht.

Beim Einfiigen und Streichen kann die AVL-Eigenschaft verloren gehen. Knoten,
die auf dem Suchpfad vom gestrichenem oder eingefiigtem Element zur Wurzel liegen,
konnten aufler Balance geraten. Um das zu verhindern gibt es Operationen, die die
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Abbildung 3.6: Eine Doppelrotation kann die AVL-Eigenschaft nach dem Léschen oder Hinzufigen
weiterer Elemente wieder herstellen.

AVL-Eigenschaft wieder herstellen. In Abbildung 3.5 wird eine Rotation dargestellt, in
Abbildung 3.6 eine Doppelrotation. Aulerdem gibt es weitere symmetrische Fille, diese
beiden Operationen.

Jede solche Operation ist in O(1) Zeit durchfiihrbar, sie miissen hochsten entlang eines
Weges im Baum durchgefithrt werden. Daraus folgt O(logn) Zeit fiir die Rebalancierung,
da ein Pfad hochstens diese Lange haben kann.

Satz 3.1
Suchen, Einfiigen und Streichen in AVL-Baumen ist in O(logn) Zeit moglich.

Ein AVL-Baum speichert die Daten, sowie jeweils noch zwei Zeiger fiir das rechte
und das linke Kind. Ein AVL-Baum braucht somit O(n) Speicherplatz. Die Vorverarbei-
tungszeit liegt in O(nlogn), da das sortierte Ausgeben eines Baumes nicht besser sein
kann, als Q(nlogn) und die Ausgabe eines AVL-Baums in linearer Zeit geht.

3.1.5 (A, B)-BAUME

(a, b)-Baume sind Mehrweg Suchbdume. Dabei sind a, b € N. Des Weiteren gilt a > 2
und b > 2a — 1.

Y1 Y2 Yk

Y1 /& /&

Abbildung 3.7: Schematische Darstellung eines (a,b)-Baums, der in seinen inneren Knoten das
Maximum seiner Teilbaume speichert.

Definition 3.2
Ein (a,b)-Baum ist ein Baum, in dessen Bléttern die Menge S = {ay,...,a,} CU
mit (U, <) abgelegt ist. Dabei werden folgende Bedingungen erfiillt:

e alle Blatter haben gleiche Tiefe
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e §(v) < b fir alle Knoten v, wobei §(v) die Anzahl der Kinder von v angibt.
e 0(v) > a fir alle Knoten von v
e §(w) > 2 fir die Wurzel w

e Elemente von S werden in den Blédttern von links nach rechts aufsteigend sortiert
gespeichert

e in jedem inneren Knoten v stehen Elemente yl < y2 < ... <yymita—1<k <
b—1,k=4d(v) — 1, so dass y; groBites Element im i-ten Unterbaum von v (siehe
Abbildung 3.7)

D Qo) (2 (s

Abbildung 3.8: Beispiel fiir einen (2,3)-Baum, der die Wochentage enthdlt.

Angenommen die Hohe eines (a,b)-Baums sei h. Sei n die Zahl der Blétter des
(a,b)-Baums. Wir kénnen n nun abschiitzen. Die Maximale Zahl von Blittern ist b,
genau dann, wenn alle inneren Knoten Grad b haben. Die Minimale Zahl von Bléttern
ist 2-a"1, genau dann, wenn die Wurzel Grad 2 und die anderen Knoten Grad a haben.
Wir konnen also n abschétzen: 2 - a1 < n < b". Daraus folgt:

(h—1)loga+1 <logn < hlogb

(h—1)loga < logn < hlogb
h = O(logn)

Betrachten wir nun die Woérterbuchoperationen auf (a,b)-Baumen. Die Suche nach
a € U verlauft wie folgt: Vergleiche das gesuchte Element mit den Elementen yy, ..., yg,
die in der Wurzel gespeichert sind. Ist a < g1, so wird ¢ = 1 gesetzt. Ist a > y, wird
i =k 4+ 1 gesetzt. Andernfalls wird i so gewéhlt, dass gilt ;1 < a < y;. Anschlieflend
wird der i-te Teilbaum rekursiv durchsucht. Der Baum muss einmal durchlaufen werden,
das geschieht in O(h) = O(logn) Zeit.

Soll Element a € U in einen (a,b)-Baum eingefiigt werden, so muss die Position
gefunden werden, an der ein Blatt mit Inhalt a erwartet wird. Falls es nicht vorhanden
ist, hdngen wir ein neues Blatt mit Beschriftung a an der entsprechenden Stelle an den
Vaterknoten an. Hat der Vaterknoten nun b+ 1 Blatter, miissen wir ihn in zwei Knoten
Spalten und iiberprifen, ob der Vaterknoten des Vaterknotens dadurch zu viele Kinder
hat. Dieser Vorgang setzt sich gegebenenfalls rekursiv bis zur Wurzel fort. Wird die
Wurzel gespalten muss eine neue Wurzel erstellt werden, die als Kinder die Knoten
enthélt, die aus der Spaltung der Wurzel entstanden sind. Eine entsprechende Operation
zeigt Abbildung 3.9 auf der nichsten Seite.
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(a) Es wird ein Blatt erstellt und eingefigt, der Vaterknoten hat nun jedoch mehr als 3 Nachfolger,
was in einem (2,3)-Baum nicht zuldssig ist.

(¢) Auch die Wurzel muss gespalten werden. Dazu wird eine neue Wurzel erstellt, die als Kinder
die Knoten enthdlt, die durch die Spaltung der alten Wurzel entstanden.

Abbildung 3.9: Wir figen den fiktiven ,FEtag* (Et) in den (2,3)-Baum aus Abbildung 3.8 auf der
vorherigen Seite ein.
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Um ein Element a € U aus einem (a, b)-Baum zu entfernen, miissen wir das Element
zu erst im Baum suchen. War die Suche erfolgreich, wird das Blatt dass a enthélt
entfernt. Hat der Vater v des Blattes nun weniger als a Kinder, miissen wir weitere
Operationen vornehmen, um die Invariante von (a, b)-Bédumen aufrecht zu erhalten. Wir
unterscheiden dabei zwei Falle:

Im ersten Fall hat der v einen benachbarten Geschwisterknoten w, der mehr als
a Kinder hat. v kann dann eines der dufleren Kinder von w adoptieren, in die Kante
zwischen dem entsprechenden Kind und w gelést und eine Kante zwischen v und dem
Kind erstellt wird. Anschlieend sind nur noch die Beschriftungen der inneren Knoten
zu aktualisieren.

Im zweiten Fall haben alle benachbarten Geschwisterknoten von v nur a Kinder.
In diesem Fall verschmelzen wir v und w zu v’. Es kann jetzt sein, dass der Vater von
v und w zu wenig Kinder hat und wir die Operation rekursiv fortsetzen miissen. Im
schlimmsten Fall miissen wir die Kinder der Wurzel zu einer neuen Wurzel verschmelzen
und die alte Wurzel entfernen. Pro Knoten braucht das konstante Zeit, insgesamt liegt
die Operation damit bei O(h), wobei h wieder die Hohe des Baumes bezeichnet. Die
Operation liegt also auch in O(logn).

Satz 3.2
Suchen, Einfiigen, Streichen in (a,b)-Badumen kostet jeweils O(logn) Zeit.

AMORTISIERTE ANALYSE DER ZAHL DER SPALTUNGEN, ADOPTIONEN UND VER-
SCHMELZUNGEN EINES (A,B)-BAUMES

Behauptung

Werden in einem leeren (a,b)-Baum, mit b > 2a + 1, n Einfigungen und/oder
Streichungen vorgenommen, so ist die Gesamtzahl der SAV-Operationen (Spaltungen,
Adoption, Verschmelzung) hochstens 2n. Das heifit gemittelt iiber alle Einfiigungen und
Streichungen gibt es O(1) SAV-Operationen.

Beweis: mittels ,,Buchhaltermethode* (accounting method)

Fiir jede Einfiigung/Streichung werden 2 € bezahlt. Jede SAV-Operation kostet
1 €. Wenn am Schluss keine Schulden entstanden sind, kann es hochstens 2n SAV-
Operationen gegeben haben.

Um das zu zeigen, gehen wir davon aus, dass jeder innere Knoten ein Konto hat,
auf das das eingezahlte Geld tiberwiesen wird. Wir betrachten das hier Beispielhaft fiir
einen (2,5)-Baum. In einem solchen Baum hat ein innerer Knoten 2, 3,4 oder 5 regulire
Kinder. Beim Loschen oder Einfiigen kann ein innerer Knoten vor den Operationen
zum ausbalancieren des Baums auch 1 oder 6 Kinder haben.

Wir stellen folgende Invariante {iber den Kontostand eines inneren Knotens auf:

Anzahl der Kinder ‘ 1
Kontostand in € (mindestens) ‘ 3

=N

3 4 5 6
0 0 1 3

Betrachten wir nun die SAV-Operationen und iiberpriifen wir, ob die Invariante
aufrecht erhalten werden kann. Einfiige-Operationen veranschaulicht Abbildung 3.10
auf der néchsten Seite. Streichungen veranschaulicht Abbildung 3.11 auf Seite 34.
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LX+C)

-

+2

k+1

(a) Einfigen eines Knotens ohne Aufspaltung erhdlt die In-
variante Aufrecht, solange —1 < ¢ < 2. Da jede FEinfiige-
Operation 2 € mitbringt, ist das erfullt.

{X+C)

T

kostet 1 €

P%] 3

(b) Wird ein Knoten gespalten, so muss er b+ 1 Nachfolger haben. Gemdf der Invariante
hat er in einem (2,5)-Baum also 3 €, die beiden neuen Knoten haben je 0 €. Von den
drei Furo wird einer auf die Kosten der Operation verwendet, die beiden verbleibenden
werden dem Vaterknoten gegeben, da diesem ja ein meuer Knoten hinzugefiigt wird.
Die Invariante bleibt also erfillt.

+1€

kostet 1 €

b5 %]

(c) Muss die Wurzel gespalten werden, entstehen in einem (2,5)-Baum zwei neve Knoten
mit je 8 Kindern, die nach der Invariante 0 € auf dem Konto haben. Die neue Wurzel
hat 2 Kinder und braucht daher 1 €. Das Spalten kostet 1 €. Die alte Wurzel hatte 6
Kinder und laut der Invariante entsprechend 3 €. Bei der Spaltung der Wurzel ist
also sogar ein FEuro mehr vorhanden, als erforderlich.

Abbildung 3.10: SAV-Operationen und Invariante beim FEinfiigen. In den gestrichelten Kreisen wird
der Kontostand der Knoten gezeigt. c schatzt die Kosten der Operation ab.
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{x+3)

L

+2€

a<k=b
(a) Der Kontostand eines Knotens, dem ein Nachfolger
gestrichen wird, verdindert sich gemdf$ der Invariante
um —1 < ¢ < 2. Jede Streichung bringt 2 € mit, so
dass die Invariante erfillt bleibt.

(b) Adoption eines Kindes: wird ein Kind von einem Knoten entfernt, da er von einem
Nachbarn adoptiert wird, verdndert sich der Kontostand des Knotens um 0 < c <1 €.
Ein Knoten, der ein Kind adoptieren muss, hat 3 €. Finer verbleibt bei ihm, einer deckt
die Kosten der Adoption, einer steht zur Verfiigung um die Anderung am Kontostand
des Nachbarn auszugleichen.

- -——

&Y X9

Lt

-1€

(¢) Verschmelzen zweier Knoten: Wir haben zwei benachbarte Knoten, einen mit
einem Nachfolger, einen mit 2 Nachfolgern. Gemdf der Invariante stehen uns
also 4 € zur Verfigung. Ein Euro wird auf die Operation an sich verwandt.
Der Vaterknoten hat nun ein Kind weniger, sein Kontostand verdndert sich
also um —1 < ¢ < 2 €. Selbst im schlimmsten Fall haben wir daher einen
Euro mehr, als wir brauchen, um die Invariante aufrecht zu erhalten.

Abbildung 3.11: SAV-Operationen und Invariante beim Loschen. In den gestrichelten Kreisen wird
der Kontostand der Knoten gezeigt.
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Wir haben also fiir einen (2, 5)-Baum bewiesen, dass die Anzahl der SAV-Operationen
bei n Einfligungen/Streichungen 2n nicht tibersteigt und es somit gemittelt iiber alle
Einfiigungen und Streichungen O(1) SAV-Operationen gibt.

Es gibt noch andere Datenstrukturen mit O(logn) fiir Worterbuch Operationen.

3.1.6 ROT-SCHWARZ-BAUME

Rot-Schwarzbédume sind bindre Suchbdume, in denen die Knoten rot und schwarz
geférbt werden. Rot-Schwarz-Bdume weisen folgende Eigenschaften auf:

e alle Blatter und die Wurzel sind schwarz

e rote Knoten haben 2 schwarze Kinder

e Jeder Weg von der Wurzel bis zu einem Blatt hat gleich viele schwarze Knoten.

Abbildung 3.12: Beispiel: Ein Rot-Schwarz-Baum

Die Hohe eines Rot-Schwarz-Baums liegt in O(logn), wobei n die Anzahl der
Elemente entspricht, die der Rot-Schwarz-Baum enthalten soll.

Wenn man rote Knoten eines Rot-Schwarz-Baums mit ihren schwarzen Véitern
verschmilzt, erhdlt man einen (2,4)-Baum.

3.1.7 GEWICHTSBALANCIERTE BAUME

Gewichtsbalancierte Biume werden auch B B|a]-Bédume genannt. Bei BB[a]-Baumen
handelt es sich um bindre Suchbédume.

Definition 3.3 : BB[a]-Baum
Ein BB[a]-Baum ist ein bindrer Suchbaum mit «a € (0, 1], balance(v) € [a, 1 — q]
fiir jeden inneren Knoten v.
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7 T,

. . __ Anzahl der Blatter in T}
Abbildung 3.13: balance(v) = Gt

Es gilt:
1. BB|a]-Béume haben logarithmische Tiefe fiir 0 < o < 1

2. falls a € [i, 1— @} kann die BB[al-Eigenschaft nach Einfiigungen und Strei-
chungen durch Rotationen und Doppelrotationen wieder hergestellt werden.

Der Beweis ist kompliziert. Wenn man das « zu klein macht, lasst man zu wenig
Spielraum fiir die Rotation. Macht man « zu grof3, kann es dazu kommen, dass man die
Balance durch Rotationen und Doppelrotationen nicht wieder herstellen kann.

3.1.8 OPTIMALE BINARE SUCHBAUME

Definition 3.4 : optimaler binirer Suchbaum
Ein bindrer Suchbaum ist optimal, wenn die erwartete Anzahl an Vergleichen fiir
eine Suchanfrage minimal ist.

Angenommen wir haben eine statische Menge S = {a1,as,...,a,} aus einem linear
geordnetem Universum (U, <), also S C U. Wie sieht ein optimaler bindrer Suchbaum
aus? Wie sieht also ein bindrer Suchbaum aus, der mit moglichst minimaler Anzahl von
Vergleichen beantworten kann, ob fiir ein Element a € U auch a € S gilt?

Fiir jeden inneren Knoten in einem binédren Suchbaum gilt, dass die Schliissel der
Elemente seines linken Teilbaum kleiner oder gleich seines eigenen Schliissels sind und
die Elemente seines rechten Teilbaums grofier seines Schliissels sind. In den Schliis-
seln der inneren Knoten speichern wir also alle Elemente der Menge S. Die Blét-
ter stehen fiir erfolglose Suchen, also fiir die Intervalle zwischen den Schliisseln in S:

(—o00,a1), (a1,a2), ..., (apn—1,an), (an, 00).

Sollten sich balancierte Baume gut eignen, wird sich die Balance von alleine einstellen.
Da S statisch ist, finden keine Einfiige- oder Streiche-Operationen statt, wir miissen
uns also keine Gedanken dariiber machen, ob der Baum auszubalancieren ist oder nicht.
Die Blatter kénnen also auch unterschiedliche Tiefe haben, wenn sich das als besonders
performant herausstellt.

Um zu entscheiden, welcher Knoten, wo angeordnet wird, miissen wir wissen, wie
wahrscheinlich es ist, dass nach einem bestimmten Elemente aus U gefragt wird. Wir
betrachten dazu folgende Wahrscheinlichkeiten:

1. p; sei die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Suchanfrage nach a; € S gefragt wird.

2. ¢; sei die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Suchanfrage nach a ¢ S gefragt wird,
mit a; < a < aj41.
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3. qo sei die Wahrscheinlichkeit, dass nach a gefragt wird, mit a < a;.

4. @qn sei die Wahrscheinlichkeit, dass nach a gefragt wird, mit a > a,.

Da wir es mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zu tun haben gilt:

n n
Yo+ g=1
j=0

i=1

Wir kénnen nun den Erwartungswert der Anzahl an Vergleichen bestimmen. Also die
erwartete durchschnittliche Anzahl von Vergleichen, bei einer Anfrage an den Suchbaum.
Er setzt sich zusammen aus den Zugriffswahrscheinlichkeiten fiir ein Element und die
Anzahl der Vergleiche, die erforderlich ist, um zu bestimmen, ob das Element zur Menge
S gehort oder nicht:

P= ipi -(Tiefe(i) + 1) + iqi -Tiefe (i)

i=1 i=0

wobei Tiefe(i) die Tiefe des Knotens a; angibt und Tiefe’(i) die Tiefe des Blattes mit
dem Schliissel (a;, a; + 1), beziehungsweise die Tiefe des Blattes (—oo, ag) fiir i = 0 oder
die Tiefe des Blattes (a,, 00) fiir i = n. Diese Zielfunktion wollen wir minimieren, um
den perfekten Suchbaum zu finden.

Die erste Summe reprasentiert die Suche nach einem Element a; € S. Sie summiert
fiir alle Elemente aus S das Produkt aus Anfragewahrscheinlichkeit des Elements und die
Anzahl der nétigen Vergleichsoperationen zum Finden des représentierenden Knotens.
Die Anzahl der Verlgeichsoperationen entspricht der Tiefe des Knotens +1 fiir den
Vergleich mit der Wurzel.

Die zweite Summe summiert iiber die iibrigen Anfragen. Das sind Anfragen nach
Elementen, die nicht in S gespeichert sind. Alle diese Elemente liegen in den Intervallen,
die in als Schliissel der Blatter genutzt werden. Wir kénnen, um die Anzahl der Vergleiche
zu ermitteln, also die Zugriffswahrscheinlichkeit auf eines dieser Elemente mit der Tiefe
des Blatts multiplizieren, welches das Intervall enthélt, in dem das gesuchte Element
liegt.

DREI BEISPIELHAFTE SUCHBAUME

Betrachten wir ein Beispiel. Sei U = {1,2,3,4,5,6,7} und S = {2,5,6}. Nach den
Elementen aus S wird mit den Wahrscheinlichkeiten p; = 0,3, p2 = 0,2, p3 =0,1
gefragt. Die Intervalle zwischen den Elementen in S seien gleich wahrscheinlich, d.h.
go = q1 = q2 = g3 = 0,1. In Abbildung 3.14 auf der nichsten Seite sehen wir drei
mogliche Suchbaume.
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e | ()

‘ (=0, &) ‘ ‘ (an,@2) ‘ ’ (a2, a3) ‘ ’ (a3, ) ‘
01 01 01 01
(b) Baum T» (¢) Baum T3

Abbildung 3.14: Drei mdégliche Suchbiume tber die Elemente S = {a1, a2, as} mit bekannter Zugriffs-
wahrscheinlichkeit 0,1 — 0,3.

Die erwartete durchschnittliche Suchzeit (Zahl der Vergleiche) fiir die in Abbil-
dung 3.14 dargestellten Suchbdume ist:

Pr,=(02+03-2401-2)+(2-0,14+2-0,14+2-0,1+2-0,1)

=18

Pr,=(0,1+0,2-24+0,3-3)+ (0,1 +0,1-2+0,1-3+0,1-3)
=23

Pr,=(03+0,2-240,1-3)+(0,1+0,1-2+0,1-3+0,1-3)
=19

In diesem Beispiel, ist also der Baum T} besser, als die Baume 15 oder T5.

OPTIMALE BST UND DYNAMISCHE PROGRAMMIERUNG

Per brute force alle moglichen Suchbédume zu erzeugen und zu untersuchen, lésst
sich jedoch nur fiir sehr kleine |S| = n durchfithren. Es gibt (2;;) . n%rl ~ 4™ mogliche
Suchbdume, das heifit bereits bei n = 5 wéren iiber 1.000 Bd&ume zu untersuchen. Mit der
Methode des dynamischen Programmierens konnen wir das Problem jedoch effizienter

l6sen.

Dynamische Programmierung bietet sich an, wenn sich ein Problem in kleinere
Teilprobleme zerlegen lasst, die sich wiederum in kleinere Teilprobleme zerlegen lassen.
Die kleinste Einheit dieser Teilprobleme wird geldst, die Losung gespeichert, so dass sie
fiir die Losung verschiedener groflerer Teilprobleme genutzt werden kann, ohne jedes
mal neu bestimmt zu werden. Jedes Teilproblem muss so nur einmal gelést werden, auch
wenn es zum Gesamtproblem mehrfach beitrégt.
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Versuchen wir nun die Suche nach einem optimalen bindren Suchbaum in solche
Teilprobleme aufzuteilen:

e Sei " ={a;,...,a;} eine Teilmenge der Menge S, also S’ C S.

e Mit T; j bezeichnen wir den optimalen Suchbaum fiir S’.

e Die Wurzel von T; ; sei ap,, m € {i,...,j}.
e Die inneren Knoten von T; ; sind {a;, ..., a;}.
e Wir speichern (a;—1, a;), (@i, aiv1) - - -, (aj—1,a;), (aj,a;41) in den Blittern von 7j ;,

also genau wie bei S die Intervalle iiber die Bereiche vor, zwischen und nach den
gespeicherten Elementen.

e Mit Pr, ; bezeichnen wir die erwartete durchschnittliche Anzahl an Vergleichen,
um zu bestimmen, ob ein Element im Teilbaum T} ; gespeichert ist, oder nicht,

unter der Bedingung, dass wir die Suche bereits auf den Teilbaum eingeschrinkt
haben.

e Die Zugriffswahrscheinlichkeiten auf Elemente des Teilbaums (die in den inne-
ren Knoten gespeichert werden) geben wir mit p; = uiij an, die Zugriffswahr-

scheinlichkeiten auf seine Blatter mit ¢; = u?;,j an. Dabei bezeichnet w; ; die
Wahrscheinlichkeit, dass nach einem Element a € [a;,a;] gesucht wird, also
wij =pi+...+pj+q¢-1+¢+...+qj. p; und ¢ sind also bedingte Wahr-
scheinlichkeiten.?

i m-1 m+1 j

Abbildung 3.15: Die Suche eines optimalen Suchbaums ldsst sich in Teilprobleme aufspalten. Darstel-
lung zur Veranschaulichung der Bezeichnungen der Teilbdume und wichtiger Knoten.

2P(A|B) = P;fzg?) und wenn A C B, dann P(A|B) = %.
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Wir wissen, dass sich T; ; aus a,, und zwei Teilbdumen zusammensetzt: T; ,,,—1 und
Tynt1,j- Abbildung 3.15 veranschaulicht das. Dies nutzen wir um die erwartetet Anzahl
von Vergleichen in Tj ; zu bestimmen. Zu beachten ist, dass p; = 2

J

Pr, = S (Tiefel®) + 1)+ > G Tiefd ()

k=i k=i—1
J j
:wl.. (Zpk‘(Tiefe(k)—i-l)—l- > qk-Tz'efe’(k:))
B \k=i k=i—1
m—1 j
- ( pi - (Tiefe(k) +1) + pm+ > pr- (Tiefe(k)+1)
Wi k=i k=m+1

k=i—1 k=m

m—1
+ > ax-Tiefe (k) + qu Tiefe'(k ))

Wenn wir hier die Summen durch die Formeln fiir die Teilbdume ersetzen miissen wir
zwei Dinge beriicksichtigen. Pr,,,_, berechnet die bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingt
darauf, dass wir nach einem Knoten in dem Teilbaum Tj ,,,_1 gefragt werden. Wir wissen
bereits, dass wir in dem Teilbaum sind, miissen daher Pr, , _, mit w;;,—1 multiplizieren.
Die Formel fir Pr,,,_, berticksichtigt die Tiefe eines Knotens, bzw. die Tiefe eines
Blattes. Von Pr,  _, aus betrachtet ist die Tiefe jedoch um 1 geringer, als von Pr, ; aus
betrachtet.

Wij  \ k=i k=i1

m—1 m—1
Pr,, = ! (Z pi- (Tiefe(k) + 1)+ > qi-Tiefe'(k) + pm

+ Z pi - (Tiefe(k) —&—qu Tiefe (k ))

k=m-+1 k=m
_ Wim—1- P, Wim—1 + P+ Wit + W15 - P41,
wi,j
Wim—1 " Pr; .y +Wmt1j - Pr,
=1+
wm
Lemma 3.1
Der Teilbaum Tj ; sei ein optimaler bindrer Suchbaum fiir die Menge {a;, ..., a;}. am

sei die Wurzel von T; ;, T} ,—1 der linke und 75,41 ; der rechte Teilbaum von 7; ;. Dann
ist Tjm—1 der optimale binére Suchbaum fiir die Menge {a;, ..., am—1} und Ty, 41 der
optimale bindre Suchbaum der Menge {am+1,...,a;}.

Beweis
. . . / .
Angenommen es existiert ein Baum 77, | mit PT{,m_1 < Pr,

., Dann wére auch
PT’ < PT , da:

Wign—1 - Pr/ — +Wmy15 - P,

Pr =1+
3 Wi,

o1y Wim1 Pr, .y + Wy P,

Wi, j
dies steht aber in Widerspruch dazu, dass Pr, ; ein optimaler bindrer Suchbaum ist.
Jeder Teilbaum von Pr, ; muss daher selber ein optimaler bindrer Suchbaum sein.
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Wir haben nun alles zusammen um mit Hilfe der Methode des dynamischen Program-
mierens einen Algorithmus zum Finden eines optimalen bindren Suchbaums anzugeben.
Wir vereinbaren folgende Variablen fiir den Algorithmus:

r;j = Index der Wurzel von T; ;
¢ij = wjj - Pr,; = Kosten von T; ;

w; ; = Wahrscheinlichkeit, dass a € {a;,...,a;}

Es ist leicht zu erkennen, dass w;; = w;m—1 + Pm + Wny1,; gilt. Man kann ¢; ;
auch rekursiv berechnen. ¢; ; setzt sich aus den Kosten seiner Teilbdume zusammen,
die Tiefe der Knoten in den Teilbdumen ist jedoch um eins erhoht. Daher gilt: ¢; ; =
Cim—1 + Pm + Cmt1,j + Wim—1 + Wmt1,j = Wij + Cim—1 + Cmt1,- Fir i = m gibt es
keinen linken Teilbaum, fiir m = j gibt es keinen rechten Teilbaum. 7;; definieren wir
als leeren Baum, mit dem Gewicht w;; = ¢; und den Kosten ¢; ; = 0.

Algorithmus 3.1 : Finden eines optimalen bindren Suchbaums
1: function FINDE BAUM(p1,...,Pn, Q0s- -+, qn)

2 for i =0,...,n do

3 Wit1,i = i

4 Cit1: =0

5: end for

6 for k=0,....n—1do

7 fori=1,...,n—k do

8 j=ti+k

9 Bestimme m mit ¢ < m < j, so dass ¢;;m—1 + Cmny1,; minimal ist.
10: Ti;=m

11: Wi j = Wim—1 + Pm + Wm+1,j
12: Cij = Cim—1 1 Cm+1,j + Wi j
13: end for

14: end for

15: end function

Der Algorithmus basiert auf einem von Richard Bellman 1957 gefundenen Satz
iiber optimale mittlere Suchdauer in bindren Suchbdumen. Die Teilprobleme, in die
die Suche nach dem optimalen bindren Suchbaum aufgeteilt wird, sind die Teilbdume
T;, 7. Der Algorithmus sucht fiir jeden dieser Teilbdume die optimale Wurzel, bestimmt
das Gewicht des Teilbaums und die Kosten fiir die Suche im Teilbaum. Diese Werte
werden dann genutzt, um gréflere Teilbdume zu berechnen. Als Ergebnis bekommen wir
die Wurzeln aller Teilbdume, angefangen bei Teilbdumen, die lediglich einen Knoten
enthalten, bis zum gesuchten Teilbaum 77 ,,.

BEISPIELHAFTE SUCHE NACH DEM OPTIMALEN BINAREN SUCHBAUM

Wer veranschaulichen das Vorgehen des Algorithmus, in dem wir das Beispiel von
oben nachvollziehen. S ist demnach die Menge {2,5,6} mit den Zugriffswahrscheinlich-
keiten p; = 0,3, p2 =0,2, p3=0,1und g9 = q1 = g2 = g3 = 0,1. Der Algorithmus
erzeugt dann folgende Tabelle:
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’ H 1 =20 1=1 1=2 1=3
Init wl,o = 0,1 wg,l = 0,1 w3,2 = 0,1 w473 = 0,1
C1,0 = 0 C2,1 = 0 3,2 = 0 C43 = 0
ri1 =1 roo = 2 r33 =3
k=0 w11 = 0,5 w22 = 0,4 w3 3 = 0,3
C11 = 0,5 22 = 0,4 €33 = 0,3
rig=1 ro3 =2
k=1 w12 = 0,8 w23 = 0,6
C12 = 1,2 23 = 0,9
r13 =2
k=2 w1,3 = 1,0
C1,3 = 1,8

Aus dieser Tabelle ldsst sich nun leicht der optimale bindre Suchbaum erstellen.
Algorithmus 3.2

1. procedure ERZEUGE BAUM(i, 7)

2 Erzeuge Knoten v; ; als Wurzel von T; ;.

3 Knoten v; ; wird dabei mit s, ;, mit s € S beschriftet.

4: if i < Tij then

5: ERZEUGE BAUM(i, r;; — 1) als linken Teilbaum von v;
6 end if

7 if Tig < 7 then

8 ERZEUGE BAUM(r; j + 1, j) als rechten Teilbaum von v; ;

9: end if
10: end procedure

Wir beginnen mit ERZEUGE BAUM(1, 3). Die Wurzel v 3 ist az. Um den linken
Teilbaum zu erzeugen rufen wir ERZEUGE BAuM(1,1) auf und finden vy ; = a;. Um
den rechten Teilbaum zu erzeugen rufen wir ERZEUGE BAUM(3, 3) auf und finden die
Wurzel vz 3 = as. Anschlieend erzeugen wir die Blatter, per Definition als Intervalle.
Wir erhalten so den Baum, den wir bereits in Abbildung 3.14a auf Seite 38 gesehen
haben.

ANALYSE VON LAUFZEIT UND SPEICHERVERHALTEN

Der Algorithmus muss die Zwischenergebnisse speichern. Eine Tabelle, wie wir sie
oben genutzt haben kénnen wir als Matrix M € M((n + 1) x n,R) auffassen. Der
Speicherplatz betriigt also S(n) =n - (n+ 1) = n? +n € O(n?).

Betrachten wir das Laufzeitverhalten des Algorithmus. Die Zeilen 2 bis 5 kénnen
wir mit ¢; - (n + 1) ansetzen. Zeile 8 ist eine einfache Operation konstanter Zeit, im
folgenden mit cp berticksichtigt. In Zeile 9 miissen wir (j — i) = k zuvor berechnete
Werte nachschauen und vergleichen. Dafiir berechnen wir k - c3. Zeile 10 bis 12 brauchen
wieder konstante Zeit, also c4. Daher:

n—1n—~k

T(n):cl-n+cl+22(62+k-03+04)
k=0 i=1
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¢y + ¢4 Tassen wir zu ¢; zusammen:

n—1n—k
T(n)=ci-n+eci+) > (e5+k-c3)
k=0 i=1
n—1
=ci-ntea+ Y (n—k)-cs+(n—Fk) k-cs)
k=0
n—1 n—1
:cl-n+cl+05-Z(n—k)—i—c?,-Z(nk—kQ)
k=0 k=0
n n—1 n—1
:Cl~n+Cl+C5~Zk+03-(n-Zk—Zk2>
k=1 k=1 k=1
n?+n n?+n 2n3 +3n% +n 9
=c-n+c +c5- 5 +c3-|n- 2 —-n —T—n
n?+n n®—n
=c1-n+c +cs- 5 +c3- 6

€ O(n) + O(n?) + O(n?)

Der Algorithmus liegt also in O(n?3).

OPTIMIERUNG

Durch die dynamische Programmierung hat der Algorithmus mindestens quadratische
Laufzeit. Die kubische Laufzeit des Algorithmus beruht auf einer Kombination des
dynamischen Programmierens und der Suche nach der Wurzel in Zeile 9 des Algorithmus.
Donald E. Knuth hat in seinem Buch The Art of Computer Programming Band 3: Sorting
and Searching. folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 3.2
Tij—1 S Tig < Tiglge

Durch die Eingrenzung der Wurzelsuche durch das Lemma, kann die Laufzeit des
Algorithmus auf T'(n) € O(n?) reduziert werden.

3.1.9 SONSTIGE DATENSTRUKTUREN FUR DAS WORTERBUCHPROBLEM

Binére Suchbdume weiflen in schlechten Féllen, schlechte Laufzeiten bei der Suche
auf. Als Antwort darauf haben wir uns balancierte Baume angeschaut, z.B. AVL-Baume
oder (a,b)-Bédume, die oft als B-Baume bezeichnet werden. Es gibt noch mehr Badume
mit verschiedenen Vorschriften. Wir haben uns schliellich optimale bindre Suchbaume
angeschaut. Oft kennt man die Wahrscheinlichkeiten nicht, wie oft man nach welchen
Daten gefragt wird, kann also keinen optimalen Suchbaum aufbauen.

Es gibt weitere Datenstrukturen fiir das Worterbuchproblem. Einige arbeiten zum
Beispiel mit einer Move-To-Front-Heuristik. Dabei werden die Daten, nach denen
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gefragt wird, so verschoben, dass sie schneller zu finden sind, als Daten, nach denen
lange nicht mehr gefragt wurden (z.B. an den Anfang einer Liste oder eines Arrays).
Ein solche Vorgehen ldsst sich auch auf Bdumen implementieren: Splay-Trees sind
selbstorganisierende Suchbdume. Die Daten, auf die zugegriffen wird, werden durch
Rotation und Doppelrotation innerhalb des Baums ,nach oben® bewegt.

Fiir spezielle Datenmengen lassen sich noch bessere Datenstrukturen entwickeln. Ein
Trie ist ein digitaler Suchbaum, der zum Beispiel gerne von Suchmaschinen im Internet,
von Programmen zur Textverarbeitung oder in der Bioinformatik zur Speicherung von
DNA-Folgen genutzt wird.

Abbildung 3.16: Ein Trie, der die bestimmten und unbestimmten Artikel enthdlt.

In Abbildung 3.16 sehen wir ein einfaches Beispiel eines Tries. Das lésst sich zu
Gunsten der Effizienz noch vereinfachen. Suffixbdume zum Beispiel sind Tries, die alle
Suffixe eines Wortes speichern. Zur Konstruktion und Darstellung braucht man lineare
Zeit im Verhéltnis zur Wortldnge. Suffixbdume sind fiir DNA besonders gut geeignet.
Suffixarrays vereinfachen diesen Ansatz noch.

3.2 PRIORITATSWARTESCHLANGEN (PRIORITY QUEUES)

Eine weitere wichtige Datenstruktur, die wir im Folgenden immer wieder nutzen
werden sind Prioritdtswarteschlangen. Die iiblichen Operationen auf einer Prioritéts-
warteschlange sind:

e Streichen des Minimums (delete-min): finde und streiche das kleinste Objekt,
also das Objekt mit der héchsten Prioritét.

e Einfiigen eines neuen Objekts (insert): hinzufiigen eines neuen Objekts in die
Warteschlange.

e Vermindere einen Schliissel (decrease-key): vermindere den Wert eines Schliissels,
erhéhe also die Prioritédt eines Objekts.

Die Standarddatenstruktur dafiir ist ein (binérer) Heap. Betrachten wir daher kurz
die Laufzeiten der oben genannten Operationen auf einem einfachen und einem Fibonacci-
Heap:
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Heap . .
(schlechtester Fall) Fibonacci-Heaps
Streiche Minimum ©(logn) O(1) (amortisiert)
Einfligen O(logn) O(logn) (schlechtester Fall)
Vermindere Schliissel ©(logn) O(1) (amortisiert)

O(logn) Zeit ist auch mit Standarddatenstrukturen fiir Worterbiicher moglich, mit
einem Heap jedoch einfacher zu implementieren.

3.3 UNION-FIND (DISJOINT SETS)

Union-Find bezeichnet sowohl ein Problem, als auch eine Datenstruktur. Gegeben
ist eine feste Menge S von Daten (0.B.d.A. S = {1,...,n}). Gesucht ist eine Partition
von S in disjunkte Teilmengen, also S = 51 WU SaU. ..U .S. Darauf aufbauend definieren
wir zwei Operationen:

e Union(S;, S;): vereinige zwei Teilmengen in der Partition und erzeuge so eine neue
Partition.

e Find(¢): finde die Teilmenge der Partition, die i enthélt.

Hierfiir gibt es eine Reihe von Anwendungen, von denen wir einige beispielhaft
benennen wollen, ehe wir die Datenstruktur genauer untersuchen:

e Finden der Zusammenhangkomponente eines Graphen, insbesondere: finden mini-
maler Spannbdume.

e Segmentierung von Bildern in der Bildverarbeitung: Erkennen und Zerlegen des
Bildes in Segmente, die zusammen gehoren (z.B. weil sie die gleiche Farbe haben).

e Equivalence(X, Y) in Fortran: Priifen, ob X und Y verschiedene Bezeichner fiir das
Gleiche sind. Man schafft dabei auf der Menge aller Variablen eines Programms

eine Partition.

Abbildung 3.17: Beispiel einer Union-Find-Struktur mit S = {1,...,10} und den Partitionen

Welche Datenstruktur wéahlen wir, um das Union-Find-Problem effizient zu 16sen?
Die Datenstruktur ist ein Wald, das heifit eine Menge von Baumen. Wir brauchen einen
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Baum pro Teilmenge 51, ..., Sk. Jede davon hat einen Représentanten a € S;, der sich
in der Wurzel des entsprechenden Baums befindet. Die Verweise innerhalb eines Baums
verlaufen vom Kind zum Vater.

Die Operationen lassen sich auf dieser Datenstruktur nun leicht konkretisieren.
Find(z) sucht den Knoten z und folgt dem Pfad aufwérts bis zur Wurzel. Der Re-
prasentant, der in der Wurzel steht wird als Ergebnis der Operation zuriick gegeben.
Union(S;, Sj) macht die Wurzel des Baums von S; zu einem Kind der Wurzel von S;.
Die Laufzeit fir Union liegt natiirlich in O(1) . Die Laufzeit von Find ist abhéngig von
der Hohe des Baumes h: O(h). Die Abbildung 3.18 veranschaulicht beide Operationen.

(a) (b)

Abbildung 3.18: (a) zeigt schematisch eine Find-Operation, Abbildung (b) eine Union-Operation.

Hat ein Baum die in Abbildung 3.18a gezeigte Form, so hat Find eine Laufzeit
von ©(n). Dies lasst sich vermeiden, in dem die Union-Operation immer den nied-
rigeren Baum an den Hoheren hingt. Angenommen wir beginnen mit der Partition
{1},{2},...,{n}, und fithren alle Union-Operationen unter Beachtung des Hohenaus-
gleichs durch, dann kann kein Baum die in Abbildung 3.18a gezeigte Form annehmen.

Satz 3.3

Fiihrt man, beginnend mit der Partition {1},...,{n}, eine Folge von Union-Find-
Operationen durch, wobei Union mit Hohenausgleich ausgefiihrt wird, so kostet Union
O(1) und Find O(logn) Zeit im schlechtesten Fall.

Beweis

Es ist zu zeigen, dass die Baume nie hoher werden als O(logn). Dazu speichern wir
mit jeder Wurzel noch die Héhe des Baums und zeigen durch Induktion iiber die Hohe
h eines Baums, dass jeder Baum k > 2" Knoten enthilt.

Wir wihlen als Induktionsanfang h = 0. 2" = 20 = 1. Da ein Baum mit Héhe 0
einen Knoten hat, stimmt die Induktionsvoraussetzung.

B & —Agl

Abbildung 3.19: Eine Union-Operation mit Hohenausgleich, bei der ein Baum mit k = k1 + ko Knoten
und Hohe h = maz(hi, he + 1) entsteht.
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Es folgt der Induktionsschritt A — 1 — h: in Abbildung 3.19 auf der vorherigen Seite
sehen wir die Union-Operation, aus der der Baum 7" der Hohe h = max(hy, ha + 1) mit
k = k1 + ko Knoten entstanden ist. Angenommen hy > heo: offensichtlich gilt k1 + ko > k1
und nach Induktionsvoraussetzung ki > oM — 9h daher auch k > 2". Falls aber hy = ho
ist, so gilt ky + kg > 21 4 2h2 = 2. 2h2 — gh2+1 — 9h,

Geht es noch besser? Bereits den Hohenausgleich kann man als eine Art Heuristik
ansehen. Die Pfadkompression geht davon aus, dass man Knoten oft in den gleichen
Teilbdumen sucht. Sucht man z.B. nach einem Knoten a, so sammelt die Pfadkompression
alle Knoten und Teilbdume, die auf dem Weg von der Wurzel zum Knoten a liegen
und héngt diese gesammelten Knoten und Teilbdume direkt an die Wurzel an. Ein
nachfolgender Zugriff auf einen der Knoten aus diesem Teilbaum wird deutlich schneller
erfolgen. Abbildung 3.20 veranschaulicht das vorgehen.

Abbildung 3.20: Pfadkompression: alle Knoten auf dem Weg von der Wurzel zu Knoten a werden
direkt an die Wurzel gehdngt.

3.3.1 AMORTISIERTE LAUFZEITANALYSE VON UNION-FIND MIT PFADKOMPRESSION

Die Analyse der Laufzeit von Union-Find mit Pfadkompression wird eine der kom-
plizierteren in dieser Vorlesung.

Wir nehmen an, dass am Anfang jedes Elemente aus S eine einelementige Menge
bildet. Dann wird eine Folge ¢ von Union-Find-Operationen ausgefiihrt. Union arbeitet
dabei geméfl des Rangs der Wurzelknoten, der beiden zu vereinigenden Baume. Zu
jedem Knoten wird dazu sein Rang gespeichert. Am Anfang haben alle Knoten Rang 0,
falls zwei Badume vereinigt werden, deren Wurzeln den gleichen Rang r haben, so erhélt
die neue Wurzel den Rang r + 1.

In Abbildung 3.21 auf der néchsten Seite sehen wir, wie Union nach Rang funk-
tioniert und wie es sich auf den Rang eines Knotens auswirkt. Wir kénnen nun einige
Eigenschaften festhalten. Fiir alle Knoten v, Wurzel eines Unterbaums 7, gilt:

1. T, hat mindestens 2599(*) Knoten.
2. es gibt < 5 Knoten vom Rang r (folgt direkt aus 1.)

3. alle Réange sind < logn (folgt direkt aus 2.)
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r r r+1

>2" >2" 2% =21

s<r S

=2 =2 =2

Abbildung 3.21: Der Rang eines Wurzelknotens erhéht sich, wenn zwei Bdume vereinigt werden, deren
Wurzelknoten gleichen Rang haben. Haben die Wurzelknoten unterschiedlichen Rang, dndern sich
die Range nicht und der Wurzelknoten mit kleinerem Rang wird an den Wurzelknoten mit hoherem
Rang angefiigt.

4. Falls bei der Ausfithrung von ¢ irgendwann w Nachkomme von v ist, dann ist der
Rang(w) < Rang(v). Denn jede Kante ist durch eine Union-Operation entstanden,
nach der Rang(w) < Rang(v) (siche Abbildung 3.21). Find-Operationen dndern
daran nichts.

Bemerkung

Fiir alle Knoten v, Wurzel eines Unterbaums 7, gilt: Héhe T,, < Rang(v). Die
Pfadkompression dndert daran nichts, da bei Pfadkompression zwar die Hohe geringer
wird, der Rang sich jedoch nicht verdndert.

Auch fiir Union nach Rang ist der schlechteste Fall fir Find O(logn).

Zur amortisierten Analyse von Union-Find mit Pfadkompression brauchen wir eine
sehr schnell und eine sehr langsam wachsende Funktion. Wir definieren die Funktionen
F,G: N = N wie folgt:

F(0)=1
F(i) =200 =123, ..
Bereits die ersten Werte der Funktion lassen ihr sehr starkes Wachstum erkennen.

2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6
4 ‘ 16 ‘ 65536 ‘ 965536 ‘ 5205556

ol
VY
~.
N—
—
[\

Die Funktion G ist eine sehr langsam wachsende Funktion. Wir definieren sie mit
Bezug auf F(n):
G(n) =min{k | F(k) > n}
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Auch hier wollen wir exemplarisch einige Werte betrachten:

n__[0]1]2]

1 [ 4|5|6]...[16[...]65536 ... [203%6 1
Gn) [ 0]0]1]

6 6
[2]3[3] 3] 3] 4] 4] 5] 5

3
2

G(n) heiBBt auch log* n : wie oft muss man den Logarithmus auf n anwenden damit
man auf eine Zahl < 1 kommt?

Wir hatten bereits angenommen, dass jedes Element aus .S am Anfang eine einele-
mentige Menge bildet und dann eine Folge ¢ von Union-Find-Operationen ausgefiihrt
wird. Gehen wir weiter davon aus, dass ¢ aus < n — 1 Union- und m Find-Operationen
besteht. Wir teilen die Rdnge der Knoten in Gruppen auf:

Jedes Union kostet O(1) Zeit. Find kostet mehr, proportional zur Lange des Weges
bis zur Wurzel. Im folgenden fithren wir eine amortisierte Analyse mittels Buchhalter
Methode durch. Fiir jeden Knoten v auf dem Weg zur Wurzel entstehen konstante
Kosten in Hohe von 1 €. Diese ordnen wir

1. der Find-Operation zu, falls v die Wurzel ist oder der Vater x von v in einer
anderen Ranggruppe als v ist,

2. ansonsten dem Knoten v selbst zu.

Abbildung 3.22: Die Ringe wachsen monton steigend von unten nach oben. Wenn sich die Ranggruppe
von v und x unterscheidet, werden die Kosten der Find-Operation berechnet, sonst dem Knoten v.

Keine Find-Operation wird mit mehr als G(n) Kosten belastet. Die Rénge sind laut
der 4. Eigenschaft aufsteigend sortiert (monoton steigend). Die Ranggruppe kann sich
hochstens G(n) mal &ndern, was der Anzahl der Ranggruppen entspricht. Eigentlich
andert sich die Ranggruppe sogar nur G(logn) mal. Der Unterschied zwischen G(n)
und G(logn) ist hochstens 1, da G(logn) den Logarithmus einmal mehr ausfiihrt, als
G(n) dies bereits tut.

Wie viele Kosten fallen bei den Knoten selbst an? Betrachten wir Knoten v: Durch
die Pfadkompression wird v nach oben bewegt und wird Kind eines Vaters dessen
Rang grofler sein muss, als der seines bisherigen Vaters (wegen der monoton steigenden
Rénge). Sei g die Gruppe des Knotens v, also g = G(Rang(v)). Dann gibt es hochstens
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F(g) — F(g — 1) Rénge in der Gruppe g. Hochstens F(g) — F(¢g — 1) mal kann die
Ranggruppe von v der Ranggruppe seines Vaters entsprechen. Héchstens so oft kann
also ein Knoten v belastet werden.

Sei N(g) die Anzahl der Knoten in Ranggruppe g. Wir kénnen N (g) bestimmen:

N(g)

IN
g
2

weil es laut der 2. Eigenschaft hochstens 5 Knoten vom Rang r gibt und es héchstens
F(g) — F(g — 1) Rénge in Gruppe g gibt. Wir kénnen das umformen:

F(g) n
N(g) < Z o
r=F(g—1)+1

n

1

1
SF(—1)+1 §+Z+"')
1

5P 1) 3 2

Es gibt also hochstens % Knoten in Ranggruppe g, die jeweils hochstens F(g) —
n

F(g—1) < F(g) mal belastet werden. Ranggruppe ¢ wird also maximal o) F(g) mal

belastet. Da es nicht mehr als G(n) Ranggruppen gibt, liegen die Gesamtkosten aller
Knoten in O(n - G(n)).

Satz 3.4

Ausgehend von einer Partition S; = {i} mit ¢ = 1,...,n wird eine Folge o aus-
gefithrt, bestehend aus < n Union-Operationen nach Rang und m Find-Operationen
mit Pfadkompression. Die Gesamtlaufzeit von o liegt dann in O(nlog*n 4+ mlog*n) =
O((n 4+ m)log*n).

Aus diesem Satz folgt insbesondere, dass Find mit Pfadkompression eine amortisierte
Laufzeit von O(log* n) hat.

Es sei noch angemerkt, dass es sogar noch schneller geht, auch wenn wir das im
Folgenden nicht beweisen. Zunéchst fithren wir jedoch die Ackermann-Funktion ein:
A: N x N — N, definiert durch:

A(0,0) =0

AG,0)=1 i>1

A0,2) =2x x>0
A(i+1,2) = A(i, A(i + 1,2 — 1))

Daraus folgt:

A(l,z) = A(0,A(L,z —1)) =2- A(l,z — 1)
A2,2) = A(1, A2,z — 1)) = 24@==1)
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Hw:O r=1 x2=2 =3 x=4 x=5
1=0 0 2 4 6 8 10
7= 1 2 4 8 16 32
7=2 1 2 4 16 65356

2
i—3 1 92 922 527 65356

Abbildung 3.23: Einige Werte der Ackermann-Funktion.

A(2, X) entspricht ungefahr F(i). A(z,4) wachst bereits viel stiarker als F'(4).
Es gibt auch eine Funktion, die inverse Ackermann-Funktion genannt wird:
. m
a(m,n) =min{z > 1| A(z,4-[—]) > logn}
n

Satz 3.5

Ausgehend von einer Partition S; = {i} mit ¢ = 1,...,n wird eine Folge o ausge-
fiihrt, bestehend aus < n Union-Operationen nach Rang und m Find-Operationen mit
Pfadkompression. Die Gesamtlaufzeit von o liegt dann in O(m - a(m,n)).

Den Bewelis fiithren wir hier nicht.
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4  GRAPHENALGORITHMEN

4.1 EINFUHRUNG

4.1.1 DEFINITIONEN

Definition 4.1 : Graph

Ein Graph G = (V, E) ist eine Menge von Knoten V und Kanten E. Knoten werden
auch Ecken oder englisch vertices (von vertex) genannt, Kanten nennt man im Englischen
edges. Es gilt E C (‘2/), das heifit Kanten sind ungeordnete Paare iiber V.

Definition 4.2 : gerichteter Graph
Ein gerichteter Graph ist ein Graph, in dem die Kanten definiert sind als E C V x V'
(geordnete Paare).

Beispiel: gerichteter Graph
V={1,...,7} E={(1,2),(2,2),(1,3),...}

Abbildung 4.1: Ein gerichteter Graph

Definition 4.3 : Weg in einem Graphen

Ein Weg in einem Graphen G = (V, E) ist eine Folge von Knoten vy, ..., v,, wobei
(vi,vig1) € E firallei = 1,...n—1. Die Linge eines Weges ist n—1. Ein Weg v1,..., v,
heiit einfach genau dann, wenn v; # v; fiir 7 # j gilt.

Definition 4.4 : Kreis in einem Graph
Ein Weg vy, ..., v, heiit Kreis genau dann, wenn vy = v,. Ein Kreis heiflt einfach,
wenn v; # vy furallei=1,...n — 1.

Definition 4.5 : azyklischer Graph
Fin Graph heifit azyklisch, wenn er keinen Kreis enthélt.

Definition 4.6 : zusammenhingender Graph

Ein ungerichteter Graph heiflt zusammenhdngend genau dann, wenn zwischen je
zwei Knoten u,v € V ein Weg u = vy, ... v, = v existiert. Ein gerichteter Graph heif3t
stark zusammenhdngend genau dann, wenn zwischen je zwei Knoten u,v € V' ein Weg
U =v1,...0, = v existiert.

Definition 4.7 : Teilgraph

Ein Graph G’ = (V', E') heifit Teilgraph eines Graphen G = (V, E) genau dann,
wenn V' C V und E' C E. Ein Teilgraph heifit induzierter Teilgraph genau dann,
wenn B/ = E(V’ x V') im gerichteten Fall und E' = E (‘g) im ungerichteten Fall.
Ein induzierter Teilgraph enthélt also all die Kanten, die in G zwischen den Knoten
verlaufen, die auch in V' enthalten sind.
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Definition 4.8 : Zusammenhangskomponente

Eine Zusammenhangskomponente von G ist der maximale zusammenhédngende in-
duzierte Teilgraph G’ = (V', E’). Maximal bedeutet, dass es keine echte Obermenge
V' G V" gibt, so dass der induzierte Teilgraph G” = (V”, E") zusammenhéngend ist.
Ist G gerichtet, so spricht man von einer starken Zusammenhangskomponente.

4.1.2 DARSTELLUNG ENDLICHER GRAPHEN

Es gibt viele Moglichkeiten einen endlichen Graphen darzustellen, hidufig genutzt
werden die Adjazenzmatrix, die Adjazenzliste und die Inzidenzmatrix. Im folgenden
gehen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon aus, dass der darzustellende
Graph G aus der Knotenmenge {1,...,n} besteht.

Eine Adjazenzmatriz ist eine n x n-Bitmatrix A. Fiir jeden Knoten enthélt die
Matrix eine Spalte und eine Zeile, dem entsprechend braucht eine Adjazenzmatrix ©(n?)
Platz, mit n = |V|. a;; = 1 & (4,7) € E, die Matrix speichert also die zwischen Knoten
verlaufenden Kanten. In ungerichteten Graphen gilt a;; = aj;.

Adjazenzlisten speichern zu jedem Knoten v eine Liste aller adjazenten Knoten, also
alle v mit (v,u) € E. Adjazenzlisten brauchen ©(n + m) viel Platz, mit n = |V| und
m = |E|.

Eine Inzidenzmatriz hat fiir jeden Knoten eine Zeile und fiir jede Kante eine Spalte.
Jede Spalte kann maximal zwei Eintrdge beinhalten, die sich von 0 unterscheiden. Im
ungerichteten Fall wird 1 bei Knoten v und Kante e eingetragen genau dann, wenn v
inzident zu e ist, das heiffit wenn v einer der beiden Endpunkte von e ist. Im Fall eines
azyklischen gerichteten Graphen wird beim Startknoten eine 1 eingetragen und beim
Endknoten eine —1.

Definition 4.9 : Grad eines Knotens
Der Grad eines Knotens entspricht im ungerichteten Fall der Anzahl inzidenter
Kanten. Im gerichteten Fall wird zwischen dem Ingrad und dem Ausgrad unterschieden.

Definition 4.10 : Traversieren von Graphen

Als traversieren von Graphen bezeichnet man das systematische besuchen aller
Knoten eines Graphen, in dem man entlang der Kanten lduft. Hierzu gibt es zwei
Techniken: Breiten- und Tiefensuche.

Die Breitensuche (BFS, breadth first search) durchsucht G = (V, E') bei v beginnend.
BFS findet alle direkten Nachbarn von v und speichert sie in einer Warteschlange
(Queue). Solange in der Warteschlange Knoten gespeicher sind, fiigt es die noch nicht
gefundenen Nachbarn des ersten Knotens der Warteschlange an die Warteschlange
an. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis die Warteschlange leer ist und keine
unbekannten Knoten mehr gefunden werden. BFS findet kiirzeste Wege in GG, die von
v ausgehen. Die Laufzeit liegt in O(n?), wenn G als Adjazenzmatrix vorliegt und in
O(n 4+ m) bei der Darstellung von G als Adjazenzliste.

Die Tiefensuche (DFS, depth first search) benutzt Rekursion oder einen Kellerspei-
cher (Stack). Alle Nachbarn eines Knotens v werden darauf untersucht, ob sie bereits
gefunden wurden. Die Knoten, die noch unbekannt sind werden in einen Speicher gelegt.
Anschliefflend wird der oberste Knoten aus dem Kellerspeicher genommen und genauso
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untersucht. Dieses Verfahren wird angewandt, bis der Kellerspeicher leer und alle Knoten
untersucht sind. Die Laufzeit liegt in O(n?), wenn der zu untersuchende Graph als
Adjazenzmatrix dargestellt wird, beziehungsweise in O(n + m) bei der Darstellung als
Adjazenzliste. Die Tiefensuche findet alle Knoten zu denen es einen Weg von v aus
gibt (im ungerichteten Graphen ist das genau die Zusammenhangskomponente, die v
enthalt).

Speichert man die Reihenfolge, in der die Knoten bei der Breiten- oder Tiefensuche
entdeckt werden, kann man einen BFS-Baum beziehungsweise einen DFS-Baum auf-
stellen. Die Nummern der Reihenfolge (BFS- beziehungsweise DFS-Nummer) ist nicht
eindeutig: Hat ein Knoten v mehr als einen Nachbarn, wird bei BFS und DFS zufillig
entschieden, welcher der Nachbarn zuerst besucht wird.

(a)

(b)

Abbildung 4.2: (a) zeigt einen Graphen, (b) einen zugehiérigen BFS-Baum und (c) einen zugehdrigen
DFS-Baum. In den DFS- und BFS-Baum sind die BFS- bzw. DFS-Nummern der Knoten eingetragen.
BF'S-Baume enthalten kirzeste Wege vom Startknoten v zu jedem anderen im Baum enthaltenen
Knoten, so alle Kantenkosten identisch sind.

4.2 MINIMALE SPANNBAUME

Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Kostenfunktion ¢ : £ — R,
die jeder Kante des Graphen Kosten zuweist. Gesucht ist ein zusammenhdngender
azyklischer Teilgraph G’ = (V| E’) mit minimalen Gesamtkosten.

Definition 4.11 : Baum
Ein Baum ist ein azyklischer, zusammenhangender Graph.

Definition 4.12 : Spannbaum
Ein Spannbaum des Graphen G = (V, E) ist ein Teilgraph T' = (V, E’), der ein Baum
(azyklisch, zusammenhéngend) ist.



4.2 Minimale Spannbdume 95

Abbildung 4.3: (b) ist ein minimaler Spannbaum des Graphen aus Abbildung (a).

Der Algorithmus von Kruskal dient dem Finden von Spannbdumen minimaler Kosten.
Er beginnt mit einem ,,Spannwald® {v1}...{v,}.

Algorithmus 4.1 : Algorithmus von Kruskal

1. T:=10

2: Q:=F > Prioritdtswarteschlange geméafl Kosten
3: VS = {{vi}.. . {on}} > Partition der Knotenmenge
4: while [VS| > 1 do

5: e := delete-min(Q)

6: if u,v, mit e = (u,v), liegen nicht in der gleichem Menge der Partion V'S then
7 Vereinige in VS die Mengen, die v und v enthalten
8: T:=TU {6}

9: end if

10: end while

Als Datenstruktur fiir @ bietet sich ein Heap an. Fiir V.S nutzen wir eine Union-Find-
Struktur, mittels Find lasst sich leicht feststellen, ob u und v in der gleichen Menge der
Partition liegen oder nicht, mit Union lassen sich bei Bedarf die Mengen, in denen « und
v liegen leicht vereinigen. Die Initialisierung in Zeile 2 liegt also in O(mlogm), die von
Zeile 3 in O(n). Die Laufzeit von Zeile 5 liegt in O(logm) und wird m-mal ausgefiihrt,
liegt insgesamt also in O(mlogm). Die Laufzeit der Zeilen 6 und 7 liegt insgesamt in
O((n 4+ m)log* n). Insgesamt liegt die Laufzeit des Algorithmus von Kruskal also in
O(mlogm).

Der Algorithmus von Kruskal folgt einer einfachen Strategie, die als Greedy-Strategie
bekannt ist. Er sortiert alle Kanten nach ihren Kosten. Er betrachtet sich dann die
jeweils glinstigste noch nicht betrachtete Kante. Liegen die beiden Endknoten der Kante
in unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten, so fiigt er die Kante zu seiner Losung
hinzu und vereinigt damit die beiden Zusammenhangskomponenten.

Der Algorithmus von Kruskal nimmt immer die nichste gilinstigste Kante. Die
Strategie eines Algorithmus immer das néchste Beste zu bearbeiten nennt man greedy
(gierig). Auf abstrakte Strukturen verallgemeinernd koénnen wir festhalten: greedy
Algorithmen funktionieren auf Matroiden.
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4.2.1 KORREKTHEIT DES KRUSKAL-ALGORITHMUS (GREEDY)

Warum arbeitet der Algorithmus von Kruskal korrekt (beliebte Frage in Priifungen)?

Lemma 4.1

Gegeben sind ein ungerichteter gewichteter Graph G = (V, E) und ein aufspannender
Wald (Vi,Th) ... (Vie, Ty) und T = Th U.. . UT},. Sei e = (u,v) eine Kante mit minimalen
Kosten und u € Vi, v ¢ V3. Dann existiert der aufspannende Baum von G, der T'U {e}
enthélt und minimale Kosten unter allen Baumen hat, die T' enthalten.

V, \Y/

k

Abbildung 4.4: Die Ausgangslage des Lemmas 4.1.

Aus Lemma 4.1 folgt die Korrektheit des Kruskal-Algorithmus durch Induktion
iiber seine Schleife. Wir zeigen: jeder Wald, der bei Kruskals Algorithmus entsteht, ist
Teilgraph eines minimal aufspannenden Baumes. Als Induktionsanfang dient uns bereits
die Ausgangslage von Kruskals Algorithmus. Nach 0 Iterationen besteht der Wald aus
einem einzelnen Knoten.

Es folgt der Iterationsschritt von k Iterationen auf k + 1 Iterationen. Die Badume
(Vi,T1) ... (Vk, T}) sind Teilgraphen eines minimal spannenden Baums (MST, minimum
spanning tree) nach Induktionsvoraussetzung. e sei Kante minimalen Gewichts, die aus
einem V; herausfithrt. Wenn man sie hinzu nimmt, dann gibt es nach Lemma 4.1 immer
noch einen MST, der Th U ... U Ty U {e} enthélt. Es bleibt das Lemma zu Beweisen.

Beweis: Lemma 4.1

Sei B ein aufspannender Baum, der T" enthélt und unter den Badumen, die T" enthalten,
minimale Kosten hat. Falls e € B ist das Lemma erfiillt. Andernfalls fiige e in B ein.
Es entsteht ein Kreis, denn B enthélt eine Kante ¢/ = (u/,v") mit v’ € V4, v/ ¢ V; und
e # e. Es folgt c¢(e) < ¢(¢/) da e minimal mit dieser Eigenschaft war.

=<

Abbildung 4.5: Wir sehen den Graphen G, sowie die Teilgraphen Vi, ..., Vi. Vi ist ein aufspannender
Baum, der T enthdlt. Figen wir nun eine Kante e = (u,v) mit u € Vi und v ¢ Vi hinzu, gibt dies
einen Kreis, da er bereits eine Kante €/ = (u’,v") mit v’ € Vi und v ¢ Vi enthdlt: Da Vi ein Baum
ist gibt es einen Weg von u nach u'. Auflerdem gibt es einen Weg von v nach v’ (im Zweifelsfall
tiber die Wurzel von G).
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Wir schaffen nun einen neuen aufspannenden Baum B’, indem wir in B €’ durch e
ersetzen. B’ enthalt dann T'U{e}. Es gilt ¢(B’) < ¢(B), also ist ¢(B’) auch minimal unter
Béumen die T enthalten (genau genommen gilt sogar ¢(e) = ¢(€¢’) und ¢(B) = ¢(B’)).

4.3 WEGEPROBLEME IN GERICHTETEN GRAPHEN

Gegeben ist im Allgemeinen ein gerichteter Graph G = (V, E) mit Kostenfunktion
c: EF — R. Hiufig gestellte Fragen sind dann:

e Finde einen Weg mit minimalen Kosten, von u nach v, mit u,v € V.

e Finde Wege mit minimalen Kosten von einem Knoten v € V zu jedem anderen
Knoten v € V. Dieses Problem nennt man SSSP (single source shortest path).

e Finde Wege mit minimalen Kosten zwischen allen Knoten. Dieses Problem wird
APSP (all pairs shortest path) genannt.

Wege mit minimalen Kosten werden manchmal auch kiirzeste Wege genannt. Als
kiirzesten Weg kann man aber auch den Weg verstehen, der am wenigsten Kanten
enthélt. Im folgenden sprechen wir vom kiirzesten Weg auch wenn wir den giinstigsten
Weg meinen. Aus dem Zusammenhang sollte eh hervorgehen, was gemeint ist (ein
ungewichteter Graph entspricht einem gewichtetem Graph, bei dem alle Kantengewichte
gleich sind).

4.3.1 DI1JKSTRAS ALGORITHMUS

SSSP lasst sich mit Dijkstras Algorithmus 16sen. Diesen Algorithmus wollen wir im
folgenden vorstellen. Dabei bezeichnet c|i, j] die Kosten der Kante (7, j) falls (7,7) € E.
Es gilt c[i, j] = oo falls (i,j) ¢ E. In S speichern wir die Kontenmenge der Knoten zu
denen bereits kiirzeste Wege gefunden wurden. D|v] bezeichnet die Kosten des kiirzesten
Weges von s nach v.

Algorithmus 4.2 : Dijkstra-Algorithmus

. S:=0

Dils]:=0

for allv e V'\ {s} do
Dlv] := o0

end for

while |S| < n do
wihle Knoten w mit w € V'\ S und D[w] ist minimal
S:=Su{w}
for all w € V' \ S und u adjazent zu w do

D[u] := min(D[u], D[w] + ¢(w,u))

end for

: end while

—_
N = O
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KORREKTHEIT VON DIJSKTRA

Behauptung
Zu jedem Zeitpunkt nachdem ein Knoten w € V in S aufgenommen wird (Zeile 8)
entspricht D[w] genau der Lénge des kiirzesten Weges von s nach w.

Beweis

Der Beweis erfolgt per Induktion iiber die Anzahl k der Iterationen der while-Schleife
(Zeilen 6-12). Als Induktionsanfang wahlen wir £ = 0. S entspricht dann der leeren
Menge, die Behauptung ist erfiillt. Wir kénnen auch k = 1 betrachten. Der Dijkstra-
Algorithmus wahlt den Knoten s, es gibt keinen Knoten, der s ndher sein kann, als s
selbst. Der Abstand von s zu sich selbst entspricht D[s] = 0.

Ehe wir den Induktionsschritt betrachten, fithren wir noch d(w) ein. d(w) steht fiir
die tatsdchlichen Kosten des kiirzesten Weges von s nach w. In der k-ten Iteration der
While-Schleife werde w aufgenommen. Wir nehmen an, dass wir den kiirzesten Weg von
s nach w noch nicht gefunden haben, das heifit d(w) < D[w].

\

Abbildung 4.6: Betrachten den tatsichlich kiirzesten Weg m von s nach w: w verldsst die Menge Si—1
zum ersten Mal beim Traversieren der Kante (u,v).

Betrachten wir den tatséchlich kiirzesten Weg 7 von s nach w. 7 verlédsst die Menge
Sk—1 zum ersten Mal beim Traversieren der Kante (u,v). Das Stiick von 7 bis u ist der
kiirzeste Weg von s nach u. Nach Induktionsvoraussetzung ist seine Lange d(u) = D[u].

Es muss gelten d(v) < d(u) + ¢(u,v) = D[u] + ¢(u,v) > D[v], denn D[v] wurde
auf min(D|v], D]u] + c(u,v)) gesetzt als u in S aufgenommen wurde. Tatséchlich gilt
Div] = d(v), denn d(u) + c(u, v) ist Teil des tatséchlich kiirzesten Wegs 7 von s nach w.
Des Weiteren muss gelten D[w] > d(w) > d(v) = D[v]. Dass steht aber im Widerspruch
zum Dijkstra-Algorithmus, der in Zeile 7 w danach ausgesucht hat, dass D[w] minimal
ist.

Somit haben wir bewiesen: zu jedem Zeitpunkt nachdem Knoten w € V in S
aufgenommen wird (Zeile 8) ist D]w] die Lange des kiirzesten Weges von s nach w. Der
Dijkstra-Algorithmus arbeitet also korrekt.

LAUFZEIT DES DIJKSTRA-ALGORITHMUS

Um eine Aussage lber die Laufzeit des Dijkstra-Algorithmus treffen zu koénnen,
miissen wir uns kurz iiberlegen, welche Datenstrukturen wir nutzen. Fiir die Knoten
in V' '\ S nutzen wir eine Prioritatswarteschlange (Heap) geméfl des Wertes D, alle
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anderen Datenstrukturen sollten trivial sein. Die Laufzeit fiir die Initialisierung (Zeilen
2-5) liegt in O(n). Zeile 7 und 8 entsprechen einem Aufruf von delete-min, liegen
also in O(logn). Sie werden n mal aufgerufen, was insgesamt in O(nlogn) liegt. Zeile
10 entspricht einem Aufruf von decrease-key und liegt somit in O(logn). Sie wird
hochstens einmal pro Kante ausgefiihrt, was insgesamt in O(mlogn) liegt. Die Laufzeit
des gesamten Algorithmus liegt also in O((n 4+ m)logn).

4.3.2 ALL PAIRS SHORTEST PATH (APSP)

Mochte man die kiirzesten Wege zwischen allen Knoten berechnen, so konnte man
einfach den Dijkstra-Algorithmus auf alle Knoten anwenden. Von der Laufzeit her ist
das aber nicht besonders gut, es lige in O(n(n + m)logn), was sich mit O(n?logn)
abschétzen lasst. Geht das schneller?

Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph mit Kostenfunktion ¢ : E — Rx. Die
Knotenmenge V sei 0.B.d.A. {1,...,n}. dfj entspricht den Kosten des kiirzesten Weges

zwischen ¢ und j mit Zwischenknoten € {1,..., k}. dfj ist entweder df{l oder d¥~ 1+d’,§;1.
Ein Algorithmus, der die Kosten aller kiirzesten Wege unter Nutzung der Methode des

dynamischen Programmierens berechnet, ist dann einfach zu finden.

Algorithmus 4.3 : von Floyd-Warshall (dynamisches Programmieren)
1: fori=1...ndo

2 for j=1...ndo

3 if (i,j) € E then
4 df; = c(i, )

5 else

6: d% = 00

7 end if

8 end for

9: end for

10: for k=1...n do

11: fori=1...ndo
12: for j=1...ndo
13: df; = min(dt, dli Tt + i)
14: end for

15: end for

16: end for

Die Léange der tatsdchlich kiirzesten Wege finden wir dann in dj; mit 1 < ,j <
n. Die Laufzeit liegt aufgrund der dreifach verschachtelten Schleife in O(n?). Fiir
mehrfaches Ausfithren des Dijkstra-Algorithmus hatten wir eine Laufzeit von O(n(n +
m)logn) angegeben. Die Anzahl der Kanten m kann maximal n? grofi werden. In einem
vollstindigen Graphen hat das dann eine Laufzeit von O(n®logn), hier ist also der
Algorithmus von Floyd-Warshall giinstiger. Fiir diinn besetzte Graphen (mit maximal

% Kanten) ist das mehrfache Ausfithren des Dijkstra-Algorithmus jedoch besser.

Tatséchlich lassen sich mit beiden Algorithmen nicht nur die Lange der kiirzesten

Wege bestimmen, sondern auch die Wege selber (Teil der Ubung). Der Algorithmus von
Floyd-Warshall ist vielseitig anwendbar. Setzt man in der Initialisierung c(i, j) = 0 falls
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(1,7) ¢ E und 1 andernfalls und ersetzt die die Operanden min,+ durch V und A, so
berechnet der Algorithmus, ob es iiberhaupt einen Weg zwischen zwei Knoten gibt, er
berechnet also den transitiven Abschluss des Graphen G.

Der Algorithmus von Floyd-Warshall geht urspriinglich auf einen Algorithmus von
Kleene zuriick. Eigentlich ist der Algorithmus von Floyd-Warshall eine Abwandlung des
Algorithmus von Kleene, wir beschreiben den Algorithmus von Kleene hier dennoch wie
eine Abwandlung des Floyd-Warshall-Algorithmus.

Der Algorithmus bekommt als Eingabe einen endlichen Automaten (DFA) und gibt
den reguldren Ausdruck aus, der der Sprache entspricht, die der DFA erkennt. Die
Zustédnde des Automaten werden dabei als Knoten angesehen und die Kostenfunktion
als Abbildung von Kanten auf Elemente des Alphabets, also ¢: E — 3. dfj entspricht
der Menge von Wortern, die der Automat erzeugen kann, wenn er in Zustand ¢ beginnt,
in Zustand j endet und nur die Zustdnde 1,..., %k nutzt. Dazu wird die Initialisierung
gedndert zu:

a falls ¢ = j und der DFA erzeugt a auf dem Weg von i nach i
{e} fallsi=jund (i,i) ¢ E
falls i # j und (i,5) € E

0
0 sonst

und Zeile 13 des oben angegebenen Algorithmus von Floyd-Warshall wird ersetzt durch

ko k=1 gk—1/ gh—1yk gh—1
diy = di; ~ Udg (diy )" dy;

4.4 FLUSSE IN NETZEN (NETWORK FLOW)

Sei ein gerichteter Graph G = (V, E) gegeben mit Kapazitédtsfunktion ¢ : E — Rx,
Quelle s € V und Ziel (auch Senke genannt) t € V. Ein Beispiel eines solchen Graphen
sehen wir in Abbildung 4.7. Gesucht wird der mazimale Fluss von s nach t.

Definition 4.13 : Netz
Wir definieren ein Netz (oder auch Netzwerk) (V, E,c,s,t) als einen gerichteten
Graphen mit Kapazitétsfunktion ¢ : E — R>q, Quelle s € V' und Senke t € V.

Abbildung 4.7: Fin Graph mit Quelle s und Senkte t und Kapazitdten an den Kanten.

In der Praxis gibt es einige Beispiele: Réhrensysteme fiir Ol, Gas, Wasser oder
dhnliches, Evakuierungsplane, Verkehrsnetze und so weiter.
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Definition 4.14 : Fluss
FEin Fluss ist eine Funktion f : V' x V — R mit folgenden Eigenschaften:

f(u,v) < c(u,v) wobei c(u,v) := 0 falls (u,v) ¢ E
f(u7v) = —f(v,u)
> flu,v)=0 YueV\ {s

veV

Definition 4.15 : Wert eines Flusses
Den Wert eines Flusses definieren wir als

‘f| = Zf(s,v)

veV

Abbildung 4.8: In dem Beispiel aus Abbildung 4.7 auf der vorherigen Seite wurde mittels einer
Greedy-Strategie ein mazimaler Fluss bestimmt. Die Zahlen entlang der Kanten geben zuerst die
durch den Fluss genutzte Kapazitat dann die verfigbare Kapazitit an. Der Fluss hat eine Gréfie von
1] =23.

Hat man ein Netzwerk mit mehr als einer Quelle und einer Senke, kann man das
leicht auf eine Netzwerk mit einer Quelle und einer Senke zuriickfithren. Abbildung 4.9
zeigt wie das geht.

Abbildung 4.9: Um ein Netzwerk mit mehr als einer Quelle und Senke zu einem Netzwerk mit einer
Quelle und Senke zu wandeln fiihrt man einen zusdtzlichen Knoten s und einen zusdatzlichen Knoten
t ein. Von s aus werden Kanten mit unendlich hoher Kapazitit zu allen Quellen gefiihrt und von
den bestehenden Senken ebensolche Kanten zum Knoten t. s wird dann Superquelle und t Supersenke
genannt.

4.4.1 FORD-FULKERSON-METHODE ZUR BESTIMMUNG DES MAXIMALEN FLUSSES

Wie oben geschrieben suchen wir nach dem maximalen Fluss in einem solchen
Netzwerk. Eine Methode dazu stammt von Ford und Fulkerson. Dazu wird im Netzwerk
nach augmentierenden Wegen gesucht.
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Definition 4.16 : Augmentierender Weg

Gegeben ist ein Netzwerk mit einem Fluss f. Darin gibt es einen Weg von s nach ¢,
wobei fiir alle Kanten (u,v) auf dem Weg gilt f(u,v) < ¢(u,v). Das heiit alle Kanten
auf dem Weg haben grofiere Kapazitiaten, als sie bislang vom Fluss genutzt werden.
Einen solchen Weg nennt man augmentierend.

Algorithmus 4.4 : Ford-Fulkerson
1: initialisiere f mit 0 (auf jeder Kante).
2: while augmentierender Weg exisitert do
3: erhohe den Fluss entlang dieses Weges so stark wie moglich.
4: end while

Beim Ausfiithren des Algorithmus von Ford-Fulkerson hilft eine Datenstruktur, die
wir Restnetz nennen.

Definition 4.17 : Restnetz

Sei G = (V, E) ein Graph mit Kapazitétsfunktion ¢, mindestens zwei Knoten s und
t die als Quelle und Senke dienen und einem Fluss f. Das Restnetz G ist ein Graph mit
der Knotenmenge V und folgenden Kanten. Sei e = (u,v) € E eine Kante aus G mit
Kapazitét c(e) = b, von der der Fluss bereits f(e) = a nutzt. Dann hat die Kantenmenge
des Restnetzes £y zwei Kanten: (u,v) und (v, u). Die Kapazitéten bestimmen wir wie
folgt:

cr(u,v) =b—a

cr(v,u) =a

Ist c(u,v) = f(u,v) und somit b — a = 0, kann die Kante (u,v) im Restnetz auch
weggelassen werden. Analog kann auch die Kante (v,u) weggelassen werden, wenn
f(u,v) =0, also b—a =b.

b-a
<> a/b <> <>:(>
a
(a) Eine einfache Kante im Netzwerk (links) wird ersetzt durch
zwei Kante im Restnetz (rechts).

: a/b : : b-a C
C C+a
(b) Bestehen im Netzwerk bereits zwei Kanten, so wird a zur
Riickwdrtskante addiert.

Abbildung 4.10: Zu sehen ist, wie Kanten des Netzwerkes bei der Konstruktion des Restnetzes ersetzt
werden. b bezeichnet die Kapazitit einer Kante, a die durch den Fluss genutzte Kapazitit, c die
Kapazitit einer im Netzwerk bestehenden Rickwdrtskante.

Die Konstruktion der Kanten im Restnetz zeigt Abbildung 4.10. Einen Fluss in
unserem Beispielnetzwerk und das resultierende Restnetz zeigt Abbildung 4.11 auf der
néchsten Seite.

Ein augmentierender Weg in G entspricht einem Weg von s nach ¢ im Restnetz G .
Der Ford-Fulkerson-Algorithmus kann somit vereinfacht werden:
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(b)

Abbildung 4.11: (a) zeigt einen Fluss in unserem Beispielnetz. (b) zeigt das resultierende Restnetz.

Algorithmus 4.5 : Ford-Fulkerson mit Hilfsstruktur G
1: G = G
2: while finde Weg von s nach ¢ in Gy do
3: erhohe Fluss entlang dieses Weges so weit wie moglich
4 aktualisiere G s
5: end while

Sind alle Kapazitidten im Netzwerk ganzzahlig, so sind es auch alle Kapazititen
im Restnetzwerk, da wir nur ganze Zahlen addieren und subtrahieren. Der Fluss wird
dann in jeder Iteration des Algorithmus um mindestens 1 erhoht, was wichtig fiir die
Analyse der Laufzeit ist. Warum kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass alle Kapazitéiten
ganzzahlig sind? Weil wir andernfalls alle Kapazitédten entsprechend erweitern kénnten.
Arbeiten wir nicht mit ausschliefllich ganzzahligen Kapazitdten, kann es passieren, dass
der Algorithmus nicht terminiert!

Betrachten wird die Laufzeit dieses Algorithmus. Dabei sei |[V| = n und |E| = m.
Das Finden eines augmentierenden Weges entspricht dem Finden eines Weges von s
nach ¢ in G. Dies ist zum Beispiel durch Breiten- oder Tiefensuche in O(n+m) moglich.
Wir koénnen wie gesagt von ganzzahligen Kapazitidten und somit von einer Steigerung
des Flusses je Iteration um mindestens 1 ausgehen. Daraus folgt das maximal |f*|
Iterationen notig sind. Dabei ist f* der endgiiltige (maximale) Fluss. Die Laufzeit liegt
also in O(|f*| - (m + n)). f* kann exponentiell in der Eingabegrofie sein, wenn die
Kapazitdaten als Bindrzahlen gegeben sind. Ist eine Zahl in Binadrdarstellung gegeben, so
ist ihr Wert exponentiell ihrer Lénge.

Abbildung 4.12: Ein Netzwerk, in dem der Algorithmus von Ford-Fulkerson unter Umstdanden eine
schlechte Laufzeit aufweist (Beispiel fir eine worst-case-Analyse).

Abbildung 4.12 zeigt ein Netz, in dem es passieren kann, dass der Ford-Fulkerson-
Algorithmus den Fluss um je 1 erhéht, also 2000 Augmentierungen braucht. Es ist klar,
dass wir den Algorithmus entsprechend verbessern sollten, wie genau zeigen wir spéter.
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4.4.2 SCHNITTE

Definition 4.18 : Fluss zwischen zwei Knotenmengen
In einem Netzwerk N = (V| E, ¢, s,t) seien X,Y zwei Mengen von Knoten. Dann
definieren wir den Fluss von X nach Y als

zeX yeY

Durch nachrechnen liese sich leicht beweisen, dass bei Fliissen zwischen Knotenmen-
gen folgendes gilt:

Lemma 4.2

f(X,X) = VX CV

( Y) = —f(Y,X) VX, Y CV
f(XUY,2)=f(X,Z2)+ f(Y,Z) VX, Y CV,XNY =1
f(Z,XUY)=f(Z,X)+ f(Z,Y) VX, Y CV,XNY =0

Definition 4.19 : Schnitt

Wir definieren den Schnitt eines Netzwerks als eine Partition der Knotenmenge
V =S5UT mit Quelle s € S und Senke ¢t € T'. Es handelt sich also um zwei disjunkte
Teilmengen, das heifit SNT = 0.

Abbildung 4.13: Die Abbildung skizziert eine einfache Vorstellung eines Schnitts.

Den Fluss zwischen zwei Knotenmengen haben wir bereits definiert. Analog dazu
definieren wir die Kapazitéit eines Schnitts:

=3 > c=z,y)

zeSyeT

und den Fluss eines Schnitts:

zeSyeT

Lemma 4.3
Fiir jeden Fluss f und jeden Schnitt S, T gilt:

f(8,T) = 1]
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Beweis
f(S’T) = f(SvV) - f(S’S) weil f(S’V) = f(S’T) + f(S’S)
= f(S,V) weil f(S5,5) =0
= f{st, V) + f(S\{s},V)
= |/l weil f(S\ {s},V)=0und f({s},V) = |f]
Korollar

Der Wert jedes Flusses f ist nach oben beschriankt durch die Kapazitéit jedes
beliebigen Schnittes S,T"
[fI <e(S,T)

Dies gilt fiir jeden Fluss f und jeden Schnitt S, also auch fiir den maximalen Fluss und
den minimalen Schnitt.

Satz 4.1 : maximaler Fluss - minimaler Schnitt
Sei f ein Fluss in einem Netzwerk (V, E, ¢, s,t). Sei G das entsprechende Restnetz-
werk. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist maximal.
2. Es gibt keine augmentierenden Wege.
3. Es gibt einen Schnitt S,7" mit |f| = ¢(S,T).

Beweis

Aus 1 folgt 2 offensichtlich. Laut Definition ist ein augmentierender Weg ein Weg
von s nach t bei dem fiir alle Kanten gilt, dass ihre Kapazitéiten grofler als die durch
den Fluss genutzten Kapazitdten sind. Da dieser Fluss maximal ist, kann man ihn nicht
mehr erh6hen, es kann also keinen augmentierenden Weg geben.

Abbildung 4.14: Alle Kanten von S nach T entsprechen den Kapazititen, die dem Fluss zur Verfigung
stehen. Kein Fluss kann daher gréfier sein, als es der minimale Schnitt ist. Fir alle u € S und alle
v €T gilt, dass die Kapazititen von (u,v) voll ausgenutzt sind, wenn es einen mazimalen Fluss
gibt.

Aus 2 folgt 3: Es gibt keine augmentierenden Wege, das heifit es gibt keinen Weg von
s nach ¢ im Restnetz. Sei S := {s} U{v € V| in Gy gibt es einen Weg von s nach v}
und 7' := V' \ S. Dann muss s € S und ¢ € T gelten. S,T ist dann ein Schnitt. Fiir alle
uw€ Sund v €T gilt c(u,v) = f(u,v). Aus Abbildung 4.14 und Lemma 4.3 folgt

‘f| = f(SvT) = C(S7T)

Aus 3 folgt 1 ergibt sich aus obigen Korollar. |f| < ¢(S,T') gilt fiir alle Schnitte
und alle Fliisse. Fiir den vorher definierten Schnitt muss ¢(S,7") minimal sein. Aus
|f| = ¢(S,T) folgt, dass ¢(S,T) minimal und | f| maximal sein muss, f also der maximale
Fluss ist.
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Aus 2 folgt die Korrektheit des Algorithmus von Ford-Fulkerson. Aus 3 folgt dass
der minimale Schnitt dem maximalen Fluss entspricht.

Betrachten wir noch einmal unser Beispiel aus Abbildung 4.7 auf Seite 60. Ein
Minimaler Schnitt ist zum Beispiel T = {v9,¢} und S = V \ T. Dieser Schnitt hat eine
Grofle von 23, also gilt fir dieses Netz | f*| = 23. Abbildung 4.15 zeigt das Netzwerk
und den Schnitt.

Abbildung 4.15: Die gestrichelte blaue Linie zeigt einen minimalen Schnitt der Grofie 23.

4.4.3 EDMONDS-KARP-ALGORITHMUS

Im Algorithmus von Ford-Fulkerson heifit es, dass ein augmentierender Weg gefunden
werden soll. Wie dieser Weg gefunden werden soll ist nicht angegeben. Der Edmonds-
Karp-Algorithmus ist eine Variante des Ford-Fulkerson-Algorithmus. Der augmentie-
rende Weg wird dabei durch Breitensuche im Restnetz Gy gefunden. Der so gefundene
augmentierende Weg ist der kiirzeste beziiglich der Anzahl der Kanten.

Die Laufzeit des Edmonds-Karp-Algorithmus zu bestimmen ist nicht ganz einfach.
Sei 6 ¢(u, v) der Abstand (die Anzahl der Kanten des kiirzesten Weges) zwischen u,v € V
im Restnetz Gy. Dann gilt:

Lemma 4.4
Beim Edmonds-Karp-Algorithmus gilt fiir alle Knoten v € V' \ {s,t}: In jedem
augmentierenden Schritt wéchst der Abstand von df(s,v) monoton.

Bemerkung

d¢(u,v) zéhlt die Kanten zwischen zwei Knoten im Restnetz Gy. Das heifit, wenn
d¢(u,v) sich &ndert, muss mindestens eine Kante im Restnetz hinzugefiigt oder entfernt
worden sein.

Beweis

Das Lemma beweisen wir, in dem wir einen Beweis durch Widerspruch fiihren. f
bezeichne den Fluss vor einem Augmentierungsschritt, f’ den Fluss nach einem Augmen-
tierungsschritt. Angenommen das Lemma gelte nicht und es existiere ein Augmentie-
rungsschritt bei dem fiir mindestens einen Knoten v §4/(s,v) < d¢(s, v) gelte. Unter allen
Knoten, fiir die das gilt, wiahlen wir 0.B.d.A. den Knoten als v, bei dem d/(s,v) minimal
sei. Gilt fiir einen Knoten u d/(s,u) < d4/(s,v), so muss auch d¢(s,u) < dp (s, u) gelten,
denn sonst hatten wir u an Stelle von v ausgewahlt.

p’ ~» u — v sei der kiirzeste Weg von s nach v in Gp/. u ist also der direkte Vorgénge
von v auf diesem Weg. Das heiflt (s, u) < d4/(s,v), also gilt d¢(s,u) < dp/(s,u) (sonst
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hétten wir u an Stelle von v gewéhlt). Fir die Kante (u,v) gibt es im Fluss f dann zwei
Moglichkeiten: Entweder es gilt f(u,v) < c(u,v) oder es gilt f(u,v) = c(u,v).

Falls f(u,v) < c(u,v) folgt daraus, dass (u,v) als Kante im Restnetz Gy enthalten
ist, der kiirzeste Weg von s nach Gy also auf keinen Fall linger sein kann, als der Weg
von s nach u und von dort nach v. Also d7(s,v) < 0f(s,u)+1 (+1 fiir die Kante u — v).
Dann gilt 6¢(s,u) +1 < dp(s,u) +1 = dp(s,v). Daraus folgt aber d¢(s,v) < d4(s,v),
was unsere Annahme zum Widerspruch fiithrt!

Betrachten wir den Fall f(u,v) = ¢(u,v). In diesem Fall ist (u,v) keine Kante in
G, aber eine Kante in G4/, das heifit der augmentierende Weg p muss die Kante (v, u)
enthalten. Der Edomnds-Karp-Algorithmus erweitert den Fluss immer nur entlang
kiirzester Wege, p muss also der kiirzeste Weg von s nach ¢ im Restnetz Gy sein, also
ist (v,u) Teil des kiirzesten Wegs von s nach u. Also

d¢(s,v) =6p(s,u) — 1

< 5f/(3,u) —1
=0p(s,v) =2
< (5]0/(8,1))

df(s,v) < ég(s,v) ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, das Lemma somit bewiesen.

Nachdem wir bewiesen haben, dass der Abstand zwischen einem Knoten v (mit
v # sund v # t) und s im Restnetz bei jedem Augmentierungsschritt monoton wéchst,
kénnen wir uns die Laufzeit des Algorithmus nédher anschauen.

Lemma 4.5
Der Algorithmus von Edmonds-Karp fithrt auf einem Netz mit n = |V| Knoten und
m = |E| Kanten héchstens O(n - m) Augmentierungen durch.

Beweis

Eine Kante (u,v) auf einem augmentierendem Weg p wird kritisch genannt genau
dann, wenn c¢(p) = c¢(u,v), wobei c(p) die Kapazitdtserhchung ist und cs(u,v)
die Restkapazitédt von (u,v). Das heifit der Fluss wird um cs(u,v) erhoht. Nach der
Augmentierung verschwindet die kritische Kante aus dem Restnetz, da ihre Kapazitét
dann ganz durch den Fluss genutzt wird. Bevor (u,v) wieder im Restnetz erscheint,
muss (v, u) auf einem augmentierendem Weg liegen.

Sei f der Fluss bei dem (u,v) kritisch war, auf dem nach dem Edmonds-Karp-
Algorithmus gewéhlten augmentierenden Weg, also dem kiirzesten Weg von s nach t im
Restnetz Gy. Dann gilt d¢(s,v) = d¢(s,u) + 1, da die Kante (u,v) nur dann als kritisch
bezeichnet werden kann, wenn sie auf dem augmentierenden Weg liegt und v auf w
folgt. Sei f’ der Fluss bei dem (v,u) auf dem augmentierenden Weg liegt, nachdem
(u,v) in einer vorhergehenden Augmentierung kritisch war ((u,v) war im Restnetz vom
Vorgéanger von f’ also nicht enthalten). Nach obigen Lemma wéchst d¢(s,v) monoton.
Daher gilt

dp(s,u) =dp(s,v) +1
> d¢(s,v) +1
=0¢(s,u)+2
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Das heifit wenn (u,v) zwei Mal kritisch sein soll, erhoht sich der Abstand derweil
im Restnetz um mindestens 2. Er kann h6chstens n — 2 werden, also kann eine Kante
n—2

hochstens “5= = O(n) oft kritisch werden. Da das fiir jede Kante gilt, gibt es hochstens
O(n - m) Augmentierungen.

Der Edmonds-Karp-Algorithmus fithrt pro Augmentierung drei Schritte durch. Er
sucht nach einem Weg von s nach ¢ im Restnetz Gy per Breitensuche, er erhht den Fluss
entlang dieses Wegs und er aktualisiert das Restnetz G¢. Es sollte offensichtlich sein,
dass die letzten beiden Schritte in O(m) liegen. Die Breitensuche braucht normalerweise
O(m+n) Zeit, O(n) fir die Initialisierung und O(m) fir das Priifen der Adjazenzlisten.
Wir halten das Restnetz lediglich fiir das Finden des Weges von s nach ¢ vor und
aktualisieren es in einem eigenen Schritt. Daher kénnen wir hier auch fiir die Breitensuche
eine Laufzeit von O(m) veranschlagen.

Da der Edmonds-Karp-Algorithmus maximal O(n - m) Augmentierungen mit einer
Laufzeit von jeweils O(m) durchfiihrt ergibt sich folgender Satz:

Satz 4.2
Der Algorithmus von Edmonds-Karop hat eine Gesamtlaufzeit von O(n - m?). Das
liegt in O(n®), weil wir O(m) mit O(n?) abschiitzen konnen.

Das finden maximaler Fliisse ist intensiv erforscht worden. Ford und Fulkerson stellten
den ersten Algorithmus dazu vor, Edmonds und Karp den ersten, der in polynomieller
Zeit arbeitet. Seitdem sind etliche Verbesserungen erzielt und neue Algorithmen gefunden
worden:

e Goldberg stellte einen Algorithmus vor, der in O(n? - m) = O(n*) arbeitet.

e 1986 stellten Goldberg und Tarjan einen Algorithmus mit einer Laufzeit von
2
O(n-m -log ) vor.

e Mehlhorn, Cheryan, Hagerup veroffentlichten 1997 einen Algorithmus, der in
O(n - m + n?logn) den maximalen Fluss eines Netzwerks findet.

Der Algorithmus von Edmonds-Karp hat den Vorteil, dass er einfach nutzbar ist,
auch wenn O(n®) eine relativ groe Laufzeit ist. O(n%) ist dennoch polynomiell und
nicht exponentiell.

4.5 BIPARTITES MATCHING

Definition 4.20 : Matching (Paarung)
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Matching ist eine Teilmenge M C E,
so dass keine zwei Kanten in M einen Endpunkt gemeinsam haben.

Definition 4.21 : maximales Matching (maximal matching)
Ein Matching M, das nicht mehr erweitert werden kann, nennt man mazimales
Matching. Das heifit es existiert kein Matching M’, so dass M C M’.

Definition 4.22 : grofites Matching (maximum matching)
M sei ein Matching. Gilt | M| > | M’| fur alle Matchings M’, so nennt man M grofstes
Matching.
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Abbildung 4.16: Im gezeigten Graphen bildet {(b,d), (¢, f)} ein mazimales aber kein grofites Matching.
Grofstes Matching ist {(a, f), (e, d), (b,c)}.

Jedes grofite Matching ist maximal, aber nicht jedes maximale Matching ist grofites
Matching. Ein maximales Matching ist leicht zu finden: man fiigt ,,greedy“ Kanten zu
einer Menge hinzu, bis das Matching durch keine der verbliebenen Kanten erweitert
werden kann. Ein grofftes Matching lasst sich durch einen Netzwerk-Fluss finden.

Definition 4.23 : Bipatiter Graph
Ein Graph G = (V, FE) heifit bipartit (Paar) genau dann, wenn eine Partition
V = V1 UV, existiert, so dass alle Kanten einen Endpunkt in V; und einen in V5 haben.

Abbildung 4.17: Zu sehen ist ein bipartiter Graph. Die blauen gestrichelten Kanten bilden ein Matching.

Die Suche nach einem gréfiten Matching in einem bipartiten Graphen lésst sich
auf das Flussproblem zuriickfithren. Dazu schaffen wir zwei zusétzliche Knoten: eine
Quelle s und eine Senke t. Wir fiigen nun gerichtete Kanten (s, v) fiir alle Knoten v € V}
und gerichtete Kanten (u,t) fiir alle Knoten u € V5 ein und gewichten alle Kanten mit
Kapazitiat 1. Auch die Kanten, die im bipartiten Graphen enthalten waren gewichten
wir mit Kapazitidt 1 und wandeln sie zu gerichteten Kanten, die von Knoten aus V; zu
Knoten aus V5 verlaufen.

Abbildung 4.18: Der bipartite Graph aus Abbildung 4.17 wurde zu einem Netzwerk erweitert.
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Anschlielend bestimmen wir den maximalen Fluss in dem entstandenen Netzwerk,
zum Beispiel mit dem Edmonds-Karp-Algorithmus. Das grofite Matching besteht dann
aus den Kanten, die im Fluss mit Kapazitit 1 enthalten sind und von V; nach V5 fiihren.

Abbildung 4.19: Im Netzwerk aus Abbildung 4.18 auf der vorherigen Seite wurde der dargestellte
Fluss (blaue gestrichelte Kanten) gefunden. Die von Vi nach Va verlaufenden Kanten des Flusses
bilden ein mazximales Matching.

Gibt es in einem Netz nur ganzzahlige Kapazititen, so folgt daraus, dass es auch
einen ganzzahligen maximalen Fluss gibt, welcher vom Ford-Fulkerson-Algorithmus be-
ziehungsweise einer Variante davon, wie zum Beispiel dem Edmonds-Karp-Algorithmus,
gefunden wird. Beide Algorithmen fithren lediglich Addition und Subtraktion aus, die
Kapazitaten bleiben also immer ganzzahlig. Bei dem von uns erzeugten Netzwerk konnen
die Kanten durch den Fluss also immer nur mit einer Kapaztitdt von 0 oder 1 genutzt
werden. Um die Korrektheit unseres Vorgehens nachzuweisen miissen wir also lediglich
zeigen, dass der maximale Fluss in einem zum Netzwerk erweiterten bipartitem Graphen
wirklich einem grofiten Matching entspricht, also |f*| = |M| wobei f* maximaler Fluss
in G’ ist und M grofites Matching in G.

Sei M grofites Matching in G, dann lésst sich ein Fluss der GroBe |M| konstruieren.
Im zum Netzwerk erweiterten Graphen G’ folgen wir dazu den Kanten von s zu allen
Knoten aus Vi, die Teil des Matchings sind. Von diesen Knoten aus folgen wir den
im Matching enthaltenen Kanten nach V5 und dort den Kanten zu ¢. Das heif3t ein
Maximaler Fluss muss so grof} sein, wie das groBite Matching.

Sei f* maximaler Fluss. Rufen wir uns kurz in Erinnerung, wie wir G’ erzeugt haben:
alle Kanten verlaufen von s zu Knoten aus Vi, von dort zu Knoten aus V5 und von dort
nach t. Jede Kante hat eine Kapazitit von 1. Daraus folgt, dass alle Kanten in f* eine
Kapazitit von 0 oder 1 haben miissen und f* ganzzahlig sein muss. Zwei Kanten, die
der Fluss mit Kapazitidt 1 nutzt und die zwischen Vi und Vs verlaufen kénnen weder
den selben Anfangs-, noch den selben Endknoten haben. In jeden Knoten aus V; (die
Anfangsknoten einer solchen Kante) flieBt nur eine Kante mit Kapazitat 1. Aus jedem
Knoten von V5 (Endknoten der betrachteten Kante) fithrt nur eine Kante auch mit einer
Kapazitiat von 1. Daraus folgt, dass alle Kanten des Flusses, die zwischen Vi und V,
verlaufen ein Matching M bilden mit | M| = |f*|.

Betrachten wir abschlieflend die Laufzeit zum Finden des Matchings. Der Algorithmus
von Ford und Fulkerson braucht O(|f*| - m) Zeit zum Finden des maximalen Flusses,
aus dem sich direkt das Matching ergibt. Den maximalen Fluss in einem Netzwerk,
das aus einem bipartiten Graphen hervorgegangen ist, konnen wir leicht abschétzen:
|f*| £ §. Ein grofites Matching in einem bipartiten Graphen G' = (V, E) kann also in in
O(n - m) gefunden werden.
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5 LINEARE PROGRAMMIERUNG

5.1 EINFUHRUNG IN DIE LINEARE PROGRAMMIERUNG

Beispiel

Ein Molkereibetrieb hat zwei zentrale Sammelstellen. Eine erhilt 15m?, die andere
20m3 Milch pro Tag. Des Weiteren hat der Betrieb drei Weiterverarbeitungsanlagen
mit einer Kapazitit von einmal 20m3, einmal 15m3 und einmal 10m? Milch pro Tag.
Die Kosten fiir den Transport kénnen wir Abbildung 5.1 entnehmen.

10
10 20
X3 Xs
18 5
15 15 20
X, X5
13
X X,
20

Abbildung 5.1: Links und Rechts sehen wir die Sammelstellen, in der der Mitte die Weiterverarbei-
tungsanlagen der Molkerei. Die Kantengewichte entsprechen den Transportkosten in Euro/m3.

Problem: minimiere die gesamten Transportkosten unter diesen Nebenbedingungen.
Dazu formalisieren wir die Angaben aus Abbildung 5.1, unsere Nebenbedingungen sind
also:

1+ x9+23 =15
T4+ x5 + 26 = 20
r1+ x4 <20
Ty + x5 <15
x3 + 6 < 10

Auflerdem gelten Vorzeichenbedingungen, da wir einen Transport der Milch von einer
Weiterverarbeitungsanlage zuriick zu einer der Sammelstellen verhindern wollen. Es gilt
also 1 > 0,...,x6 > 0. Letztlich konnen wir die Zielfunktion aufstellen, die minimiert
werden soll:

flx1,...,26) = 1321 + 18x2 + 1023 + 1224 + 55 + 2026

Betrachten wir Lineare Programmierung (LP, linear programming) oder auch Lineare
Optimierung (linear optimaziation) allgemeiner. Man hat Variablen z1,...,x, und
eine lineare Zielfunktion (objective function) f : R™ — R der Form f(x1,...,2y,) :
C1Z1+ ...+ ChTp.
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Des Weiteren gibt es lineare Nebenbedingungen (constraints):

a1,171 + .. 4+ a1pTn < b
a1ry  + ...+ aaT, < b
Q41121 + ...+ GiaTn > by
ar 121 + ...+ Qr ndn > by
Ar41,121 + ...+ Gr41n®n = bry1
k171 + ...+ apa®n = b
und Vorzeichenbedingungen (sign constraints): x1 > 0,...25 > 0,2541 < 0,...,2; < O0.
Das zu l6sende Problem ist nun, dass die Funktion f(z1,...,z,) unter Beachtung

der Neben- und Vorzeichen-Bedingungen zu minimieren oder zu maximieren ist.

Betrachten wir das Problem unseres Beispiels: als zusétzliche Bedingung bestimmen
wir noch, dass die Milch in vollen Behéltern von 1m? Fassungsvermégen transportiert
werden muss, das heifit f : Z" — R. Probleme dieser Form nennt man Ganzzahlige
Programmierung. Fir Lineare Optimierung gibt es Algorithmen, die in polynomieller
Zeit arbeiten, ganzzahlige Optimierung ist NP-schwer.

Ein lineares Programm kann leicht auf eine kanonische Form gebracht werden:
minimiere ¢;z1 + ... + ¢pxy = ¢! -z unter den Nebenbedingungen

a1 +...+ ainr, <b

: : : : Az <b
a1T1 +...+ appTn, < by
Dabei ist
C1 I b1 a1’1 e aLn
c=|:|,z=|:|[,b=]: | und A=
Cn Tn by k1 ... Ggp
und ¢ natiirlich der transponierte Vektor ¢ = (cl . cn).

Zu beachten ist, dass alle Nebenbedingungen jetzt < enthalten und bei A-xz < b
< komponentenweise zu verstehen ist. Hinzu kommen noch die Vorzeichenbedingungen
X ZO,...,JI” 207 »L > 0%

Die Standardform sieht wie folgt aus:

min ¢l unter
A-z=0b
x>0

wobei es fiir z mehrere Losungen gibt und die gesucht wird, die ¢/« minimiert.

Beweis: allgemeine Form — Standardform
Sollte das lineare Programm maximiert werden, ersetzen wir max ¢’ -z durch
min (—C)T -x. Des Weiteren ersetzen wir alle Nebenbedingungen a; 121 +. ..+ a; nxn < b;

T
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durch a; 121 +...+a;pn+s; = b;, s; > 0 beziehungsweise a; 121 +. ..+ a;,2, > b; durch
a; 121+ ...+ a;n +5; =b;, s; < 0. s; ist dabei eine neue Variable, auch Schlupfvariable
(slack variable) genannt.

Alle Vorzeichenbedingungen werden zu x; > 0 umgeformt. War zuvor die Vorzei-
chenbedingung z; < 0 angegeben, so wird x; iiberall durch —z; ersetzt. Gab es keine

Vorzeichenbedingung fiir x;, so ersetze iiberall x; durch mj -z, mj > 0,z; > 0, wobei

xf und z; neue Variablen sind.
Beispiel
max 7x1 + xo unter N.B.
3r1+ 5z >0

201 — 20 =1
xr1 — 219 < 3 und V.B.
X1 S 0
Zunéchst wird die Zielfunktion umgeformt zu min — 7z; — x2. Auch die Vorzeichenbe-
dingung fiir £ miissen wir dndern, so dass die Zielfunktion zu min 7x; — xo unter der
Vorzeichenbedingung x; > 0 wird. Wir fithren die Schlupfvariablen s; <0 und sg >0
ein. Auch die Vorzeichenbedingung fiir s; formen wir zu s; > 0 um und ersetzen s;
daher durch —s;. Die Nebenbedingungen sehen nun wie folgt aus:
—3r1+ 519 —51 =0
—2r1—19=1

—x1 — 2x9 + S9 =3

Die Standardform sieht abschlieend wie folgt aus:
min Txy — x5 + T4 unter
—31‘1 + 5$2+ — 51’5 — 81 = 0
—2x1 — x5 + a5 =1

—x1 — 273 + 275 + 89 =3

Als Matrix und Vektoren dargestellt sieht das wie folgt aus:

7 I

~1 Ty -3 5 -5 -1 0
c=|1],z=|z, |, A=[-2 -1 1 0 O] undb=|1

0 81 -1 -2 2 0 1

0 $9

min ¢’ - x Nebenbedingung A - = b Vorzeichenbedingung 2 > 0

5.2 GEOMETRTIE DER LINERAREN PROGRAMMIERUNG

Gegeben ist ein Lineares Programm. Der Bereich

{z = (x1,...,2,) | x erfiillt Neben- und Vorzeichenbedingungen}
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1 - 1 1 1 1 1 1 al
0 zulassiger Bereich
N Xp=—2X1+8
81 X2 =X1—2 —— -
6| _
g 4

2 L -

0t -

21 \ .
-1 0 1 2 3 4 5 6

X1

Abbildung 5.2: Beispiel: Zulissige Bereich fiir die Nebenbedingungen 2x1 + x2 < 8, x1 — x2 > 2 und
die Vorzeichenbedingungen x1,x2 > 0.
heifit zuldssiger Bereich (feasible region). Ein Beispiel sehen wir in Abbildung 5.2.

Definition 5.1 : konvexe Menge
Eine Menge A heifit konvex genau dann, wenn Va,y € A, A € [0, 1] gilt: Axa+(1-N)y €
A. Das heifit mit x,y € A ist auch Strecke Ty C A.

(a) (b) (c)

Abbildung 5.3: Drei Beispiele fir Konvere und nicht konveze Figuren. Die Figur (a) ist konvez, die
beiden anderen sind es nicht.

Definition 5.2 : Halbraum
Eine Menge der Form:

{(z1,...,zn) |arz1 + ...+ apzy, < b} ay,...anp €R

heifit Halbraum (“Halbebene* fiir n = 2). Der zuléssige Bereich eines linearen Programms
ist ein Schnitt endlich vieler Halbraume, dass heift er ist ein konvexes Polyeder (konvexes
Polygon im Zweidimensionalen).

Ein konvexes Polyeder kann entartet sein. Beispiele dafiir sind Polyeder, die

e leer sind, z.B. wenn sich die Gleichungen widersprechen

e aus einem einzelnen Punkt bestehen, wenn sich alle Halbebenen in nur einem
Punkt schneiden
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Abbildung 5.4: Konvexes Polyeder in 8D mit den Nebenbedingungen x1 >0, 1 <1, x2 >0, z2 <1,
z3 > 0 und x3 < 1: ein Wiirfel.

e Strecken sind
e Geraden sind, z.B. durch zwei gleiche Halbebenen mit unterschiedlichem Vorzeichen
e unbeschrankt sind

Definition 5.3 : Polytop
Ein beschranktes Polyeder nennt man auch Polytop.

5.3 WO NIMMT EINE LINEARE ZIELFUNKTION THR MINIMUM AN?

Definition 5.4 : Ecke (Extrempunkt) eines Polyeders
Ein Punkt v eines konvexen Polyeders P C R™ heifit Ecke (Eztrempunkt) genau
dann, wenn er nicht auf einer Strecke Zy liegt mit x,y € P und = # v,y # v.

Lemma 5.1

Sei P ={z € R" | A-xz < b} ein Polyeder, mit A € R"™*" b € R™ und m > n. Dann
gilt: v ist eine Ecke von P genau dann, wenn es n linear unabhingige Nebenbedingungen
in Az < b gibt, fiir die in v Gleichheit gilt.

Beweis: Lemma 5.1

,=‘: Sei v eine Ecke und J C {1,...,m} die Menge der linear unabhéngigen
Nebenbedingungen, bei denen fiir v Gleichheit gilt: J = {ji, ..., jx}. Die zugehorigen
Zeilenvektoren von A sind aj,, ..., a; . Angenommen k < n, dann existiert ein Vektor
t € R™ mit a;‘c-t =0firi=1,...,k. Das heifit ¢ ist orthogonal zu a;, , ..., a;, . Definieren

t

~

Vv

V+

£
Abbildung 5.5: v liegt auf einer Strecke zwischen vt und v™.

v =v+v-tund v~ = v —~-t. Dann ist (:L;‘-C,'vjE :ai-viy-ait:aiv:bﬁ. Fiir ein

1 ¢ J mit av < by folgt dann ajv™ < by, av~ < by falls v > 0 hinreichend klein. Also:
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vt v € P.v=4v" + Jv~ liegt dann auf der Strecke zwischen v* und v~ wie wir in
Abbildung 5.5 auf der vorherigen Seite sehen. v kann nicht zeitgleich eine Ecke sein und
auf einer Strecke zwischen zwei Punkten liegen, die zu P gehoéren: Widerspruch.

,<="‘ Sei v keine Ecke von P. Daraus folgt Jvi,ve € P mit v1 # vy und v =
Avp 4+ (1 — A)vg und 0 < A < 1. Seien aj, .. .a;, Zeilenvektoren von A bei denen bei v
Gleichheit gilt. Sei B eine n x n-Matrix, die aj, ...a;, als Zeilenvektoren enthéalt. Da
diese Vektoren linear unabhéngig sind, ist B regular und somit invertierbar.

bj,
: | =V = Bv=X(Buv1) + (1 —\)(Bus)
bj,

Da v; € P wissen wir, dass By, komponentenweise kleiner sein muss als b’. Das
Gleiche gilt fiir vo. Wire eine der Komponenten echt kleiner, als o/, so wire die Kon-
vexkombination Bv = A(Bvy) + (1 — A)(Bwz) in der entsprechenden Komponente echt
kleiner als b’. Damit ist Bv; = b’ und Bvy = V. Daraus folgt v1 = B~'0 und vy = B~1¥,
also v; = vo. Dann muss jedoch v eine Ecke sein, was jedoch im Widerspruch zu unserer
urspriinglichen Annahme steht.

Bemerkung
Wenn m < n ist, gibt es keine Ecken.

Falls (nur) k& der Ungleichungen die Form ajv1 + ...+ a,v, = b haben und n — k
der Ungleichungen die Form ajv1 + ...+ anv, < b, heifit die Menge der Punkte (n — k)-
dimensionale Facette von P.

Losungen des linearen Programms finden wir also im zuléssigen Bereich, das Mini-
mum in Ecken (Extrempunkten) dieses Polyeders. Das lésst sich bei der Suche nach
einer optimalen Lésung nutzen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien die Zei-
lenvektoren von A linear unabhéingig. Wenn die Zeilenvektoren von A nicht linear
unabhéngig wéiren, gibe es entweder Gleichungen die weggelassen werden kénnten, oder
sogar keine Losung. Also ist A vom Rang m. Daraus folgt: Es gibt m linear unabhéngige
Spaltenvektoren. Diese bilden eine Basis des m-dimensionalen Bildraums. J sei eine
Menge von Spaltenvektoren aus A: J = j; < ... < j,, und B eine m x m-Matrix, die
aus diesen Spalten besteht. Falls die Spaltenvektoren eine Basis bilden, sei

a=B1.bp eR™

Daraus folgt B - a = b. Dann definiere z € R" durch z;, = a; mit ¢« = 1,...,m und
rp=0firl ¢ J.
0
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x erfiillt die Nebenbedingungen des linearen Programms, denn

0

x heifit Basislésung des linearen Programms. Falls x auch die Vorzeichenbedingungen des
linearen Programms erfillt, heifit es zuldssige Basislosung (bfs, basic feasible solution.

Fassen wir einmal zusammen: Zum lineare Programm A -z = b, x > 0 mit der
m x n-Matrix A ist die zuldssige Basislosung (bfs) ein Vektor. Dazu wéahlen wir aus A m
linear unabhéngige Spaltenvektoren aus und bilden mit diesen eine invertierbare m x m-
Matrix. Diese Matrix ergibt zusammen mit unserem Vektor b ein Gleichungssystem,
das wir 16sen (da B invertierbar ist, ist das einfach). Die Komponenten des als Losung
gefunden Vektors kénnen wir einzelnen Spalten von A zuordnen. Wir konstruieren nun
einen n-dimensionalen Vektor, der fiir jede Spalte von A eine Komponente unseres
Losungsvektors enthélt oder 0 ist, wenn die entsprechende Spalte keiner Komponente
der Losung des Gleichungssystem zugeordnet ist. Dieser n-dimensionale Vektor stellt
eine Basislosung dar. Entspricht dieser Vektor auch den Vorzeichenbedingungen, so
handelt es sich um eine zuldssige Basislosung.

In einer so konstruierten Basislosung sind m Nebenbedingungen und n — m Vorzei-
chenbedingungen durch Gleichheit erfiillt.

Satz 5.1
Im Linearen Programm min ¢’ z, Az = b, x > 0 ist w € R” eine bfs genau dann,
wenn w eine Ecke des Polyeders der zulédssigen Losungen F ist.

Auf Grund der Komplexitit des Beweises sei hier nur die Beweisidee kurz skizziert:
w ist bfs < w erfiillt m Nebenbedingungen mit Gleichheit und n — m Vorzeichenbe-
dingungen mit Gleichheit. m +n —m = n < w ist Ecke, dhnlich wie der Beweis von
Lemma 5.1.

Korollar

Es gibt hochstens () Ecken des zuldssigen Bereichs. Also gibt es hichstens (" )-mal
eine Auswahl von ji ... jm € {1,...,n}. Daher gibt es hochstens () viele bfs.
Satz 5.2

Das Lineare Programm min ¢z, Az = b, x > 0 habe den zulissigen Bereich F,
p € F. Dann ist entweder ¢!z auf F' nach unten unbeschrinkt, oder es existiert eine
Ecke v von F mit ¢’'v < I'p.

Das heifit falls ¢’z sein Minimum auf F annimmt, wird es bei einer Ecke von F
angenommen. Es ist moglich, dass eine Facette von F oder sogar F' komplett das
Minimum von ¢’z annimmt. In jedem dieser Fille ist aber eine Ecke enthalten.
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Auch hier geben wir nur die Beweisidee an: Wir wihlen zunédchst einen Punkt p € F.
Ein Beispiel sehen wir in Abbildung 5.6.

Abbildung 5.6: Fin Punkt p aus einem zuldssigen Bereich F' eines linearen Programms.

Falls p keine Ecke ist, muss es zwei Punkte u und v geben, mit u,v € F, so dass
p auf einer Geraden g liegt, die auch durch die Punkte u und v geht. Abbildung 5.7
veranschaulicht das.

Auf der Geraden g in Richtung w0 ist ¢z strikt monoton fallend oder strikt monoton
wachsend, da ¢’z eine lineare Funktion ist. Solche u,v existieren, es sei denn ¢!z
ist iberall konstant, dann wére sie aber auch {iberall minimal. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit gehen wir davon aus, dass g in Richtung w0 monoton fallend ist
(andernfalls vertauscht man w und v). Angenommen wir verfolgen g, treffen jedoch nicht
auf den Rand von F. Dann ist F' unbeschrinkt, dann ist auch ¢’z in diese Richtung
unbeschrinkt. Andernfalls treffen wir auf den Rand von F in p/ und ¢'p’ < I'p. p/
liegt dann auf einer niedrigerdimensionalen Facette von F'| siche auch Abbildung 5.7.
Diese Verfahren wiederholen wir rekursiv, bis wir eine Facette der Dimension 0 finden.

Facetten der Dimension 0 sind Ecken.

Abbildung 5.7: Wenn p keine Ecke von F' ist, muss es zwei Punkte u,v € F' geben, durch die eine
Gerde g fiihrt, auf der auch p liegt.

Das Vorgehen, das in der Beweisidee skizziert wurde, werden wir uns spéter genauer
ansehen. Es ist das Simplex- Verfahren.

5.4 GEOMETRISCHE ERKLARUNG

Ein lineares Programm, dass eine zuldssige Losung hat, hat einen zulédssigen Bereich
F, der sich aus den Neben- und Vorzeichenbedingungen ergibt. Die Zielfunktion lésst
sich als Vektor ¢ darstellen. Stellen wir uns vor, dass durch c eine Gerade g fithrt. Nun
kann man F auf diese Gerade projizieren, und den Punkt ¢’'z* bestimmen, an dem ¢’z
innerhalb des zuldssigen Bereichs F' minimiert wird. Abbildung 5.8 auf der néchsten

Seite veranschaulicht die geometrische Erkldrung der linearen Programmierung.
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Abbildung 5.8: Zur geometrischen Erklirung von linearer Programmierung betrachten wir uns F, c,
eine Gerade g durch ¢ und eine Projektion von F auf g.

Davon ausgehend wiirde ein ,einfacher® Algorithmus wie folgt vorgehen, um ein
lineares Programm zu losen:

o stelle fest, ob ¢z auf F' beschrinkt.

T

o falls ja, inspiziere alle Ecken von F', nehmen die, wo ¢’ & minimal.

Dieser Algorithmus hat leider exponentielle Laufzeit: es gibt (:1) Ecken, wobei n die
Dimension und m die Anzahl der Nebenbedingungen ist. Die Laufzeit wird maximal,
wenn m = 5:

<n> :n-(n—l)-...-(g—i—l) S 9% =y =141,
2

o _1)....-2-1

Das ist exponentiell.

Der Simplex-Algorithmus ist schneller, jedoch im schlechtesten Fall immer noch expo-
nentiell. In der Praxis spielt das selten eine Rolle, da der schlechteste Fall hier nur selten
auftritt. Anfang der achtziger Jahre wurde gezeigt, dass sich lineare Programmierung
sogar echt in polynomieller Zeit 16sen lasst. Wir wolle uns im Folgenden den Simplex-
Algorithmus naher anschauen, mit einem konkreten Beispieldurchlauf beginnend.

5.5 DER SIMPLEX-ALGORITHMUS

5.5.1 BEISPIELDURCHLAUF DES SIMPLEX-ALGORITHMUS

Beispiel

maximiere 5x1 + 4z + 313
Nebenbedingungen 2x; + 3x2 +x3 < 5
41 + 19 + 223 < 11
3r1 + 4wy + 223 < 8

Vorzeichenbedingungen x > 0
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Standardform durch Schlupfvariablen x4, x5, Tg:

min cfx Az =0b x>0

-5

—4

5 71 231100 s
b={1| e=|:| A={4 120 10| c=|
8 6 342001 0

0

Wir formen das um, so dass wir folgendes erhalten:

Ty = 5—21’1—31’2— I3
165211—41'1— 1'2—2163
Te — 8*31‘1*4‘%‘2*21‘3

z=  —bdxy —4xy — 273

Diese Form der Darstellung von Variablen (hier x4, x5, z¢ und z) durch andere
Variable nennt man auch Dictionary. z ist hier bereits in eine Form gebracht, bei der es
zu minimieren ist. Genau genommen werden die Basisvariablen und die Zielfunktion
dabei durch Nichtbasisvariablen dargestellt.

Wir versuchen eine erste zuldssige Basislosung zu finden: z; = 2o = 3 = 0. Daraus
folgt x4 = 5, x5 = 11 und zg = 8. Wir haben Gliick, diese Basislosung entspricht auch
den Vorzeichenbedingungen. Daher

bfs =

oD oto oo

Die bfs besteht aus den Spalten 4, 5 und 6.

A=

S = O

0
0
1

W ok N
N
NN~

1
0
0

In der ersten Zeile der Matrix wurde die Schlupfvariable x4 addiert, in der zweiten Zeile
x5 und in der dritten Zeile zg. Die letzten drei Spalten sind die Spalten, die wir zur
Losung ausgewéhlt haben, auf Grund ihrer einfachen Form. Der Wert der Zielfunktion
ist z =0.

Dies kann verbessert werden durch Vergroflerung von x1 um ein minimales ©. x9, x3
bleiben dabei 0. Wir setzen x1 also auf einen Wert © und erhdéhen ihn soweit, dass die
Vorzeichenbedingungen nicht verletzt werden. © lésst sich wie folgt berechnen:

1‘4:5—2@ @S% 5
r5 =11 — 40 >0 O §1g 0= 3 funktioniert
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Alle drei Bedingungen sind und-verkniipft, miissen also alle erfiillt sein. Daher wéihlen
wir das Minimum aus und setzten © = %

Daraus folgt eine neue bfs, wobei 1 = © wird und x4 = 0. Die neue bfs beinhaltet
die Spalten 1,5, 6. Die neue bfs sieht wie folgt aus:

bfs =

= = O O ONu
[\o)
(@33

Man kann nun ein neues Dictionary aufstellen. Dazu stellen wir die Gleichung von

x4 nach 1 um. In die Gleichungen fiir x5, x¢ und z setzen wir jetzt diese Gleichung
fiir z1 ein, also zum Beispiel x5 = 11 — 4(% — %xQ — %xg — %:m) — x9 — 2z3. Das neue

Dictionary sieht dann wie folgt aus:

5 3 1 1
x1—2 2902 2:103 21‘4

T5 =14 dxg + 224

1,1 1.3

T6 =5 T2t on
25 7 1

—_— 9 — =3 + —X4q

FETg TS 2 2

Jetzt erhohen wir z3 um O:

Ir = % — %@ @§5
x5 = 1 >0
6= 3 — 10 ©<1

Daraus folgt x3 := 1 und wieder eine neue bfs:

bfs =

O = O = O N

Aus einer neuen bfs folgt ein neues Dictionary, wir stellen die Gleichung fiir xg nach x3
um:

xIr =
x3 =1+ x2 + 324 — 226
Ty =
25 7 1 5
ZZ—?—f—ixg—5(1+I‘2+3$4—2x6)+§l‘4

= —13+3x2+ x4 + 76
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Die Zielfunktion z = —13 + 3x2 + x4 + ¢ ist minimal genau dann, wenn zs = x4 =
xg = 0 gesetzt wird. Wir haben das Optimum gefunden. Die zugehorige bfs ist

bfs =

O = O = O N

Lassen wir die Schlupfvariablen weg, so erhalten wir die Losung des urspriinglichen
Linearen Programms. Die Losung des urspriinglichen Linearen Programms ist also

T

2
€To =10
I3 1

5.5.2 TABLEAU-DARSTELLUNG

Das Simplex-Verfahren ldsst sich besser veranschaulichen, wenn man ein Tableau be-
nutzt. Dazu schreibt man die Matrix A neben den Vektor b und darunter die Zielfunktion
z:

Marix A

Vektor b

Zielfunktion z Wert von z

Bringen wir also unser Beispiel in diese Form:

23 1 1 0 0 5
4 1 2 0 1 011
34 2 0 0 1] 8
5 4 3 0 0 0 O

Die Spalten entsprechen dabei natiirlich x; bis x¢ gefolgt vom Vektor b.

Als Pivot-Schritt bezeichnen wir den Schritt von einer bfs zur nachsten. Ein Pivot-
Schritt wird wie folgt durchgefiihrt, wobei wir diesen Prozess rekursiv wiederholen:

1. finde das Maximum der untersten Zeile. Die Spalte mit dem Maximum nennen wir
Pivot-Spalte. Falls das Maximum kleiner oder gleich 0 sein sollte, sind wir fertig
und haben eine optimale Lésung gefunden, andernfalls:

2. Fir jede Zeile deren Eintrag r in der Pivot-Spalte positiv ist betrachten wir Eintrag

s in der rechtesten Spalte. Wir bestimmen die Zeile mit dem Kleinstem 2, als

Pivot-Zeile.
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3. Als Pivot-Zahl bezeichnen wir den Eintrag in der Pivot-Spalte und Pivot-Zeile.
Jeder Eintrag der Pivot-Zeile wird nun durch die Pivot-Zahl dividiert.

4. Von den ibrigen Zeilen subtrahieren wir ein geeignetes Vielfaches der ,,umge-
formten* Pivot-Zeile (wie beim Gaufischen Eliminationsverfahren), so dass deren
Eintrége in der Pivot-Spalte 0 werden.

Bei einem Pivot-Schritt wird also die Lésung des Linearen Programms verbessert, in
dem eine der Nichtbasisvariablen erhoht wird. Dadurch fillt eine Basisvariable raus und
die erhohte Nichtbasisvariable wird dafiir Teil der neuen Basis und somit Teil der bfs.

Im ersten Schritt haben wir also Spalte x; markiert, im zweiten Schritt die erste
Zeile. Die Pivot-Zahl steht also in der ersten Spalte und ersten Zeile. Wir teilen die
erste Zeile spaltenweise (komponentenweise) durch 2 und subtrahieren diese neue Zeile
viermal von der zweiten und dreimal von der dritten Zeile. Wer erhalten nun folgendes
Tableau:

1 32 12 12 0 0 5/2
0o -5 0 -2 10 1
0 —12 12 =32 0 1 1/2
0 =72 2 =52 0 0| -2/

Das Maximum der letzten Zeile ist % > 0. Unsere neue Pivot-Spalte ist also die dritte
Spalte. Neue Pivot-Zeile ist also die dritte Zeile. Das nachste Tableau sieht also wie
folgt aus:

1 2 0 2 0 -1 2
0 -5 0 -2 1 0 1
0 -1 1 -3 0 2 1
o -3 0 -1 0 —-1|-13

In der letzten Zeile gibt es kein Maximum, dass grofler oder gleich null ist. Wir haben
also eine optimale Losung gefunden. Wir kénnen die Losung direkt aus dem Tableau
ablesen (anhand der Spalten-Einheitsvektoren):

bfs =

O = O = O N

5.5.3 EINZELPROBLEME DES SIMPLEX-ALGORITHMUS

Wir wollen noch Einzelprobleme des Simplex-Verfahrens betrachten:

1. Initialisierung: Wie findet man eine geeignete erste bfs und dem entsprechend das
Start-Dictionary?
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2. Tteration: Findet man immer eine geeignete Eintritisvariable zum Erhéhen und
eine Austrittsvariable, die stattdessen herausfallt?

3. Terminierung: Kénnte die Methode in eine unendliche Schleife geraten?

INITIALISIERUNG

Wir wéhlten im Beispiel
n
xn+i:bi—2ai7jxj i:1,...,m
J=1

als Dictionary. Das heifit wir hatten (z1,...,2n,b1,...,bm) = (0,...,0,b1,...,by,) als
Anfangslosung. Das ist allerdings nur zuldssig, falls b; > 0 fiir ¢ = 1,...,m. Das ist im
Allgemeinen aber nicht der Fall.

Das Problem lésst sich jedoch leicht 16sen. Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass das
lineare Programm in kanonischer Form vorliegt (andernfalls bringen wir es in diese
Form):

min ¢l

Nebenbedingungen: Ax < b

Vorzeichenbedingungen: x > 0

Wir schaffen uns dann ein Hilfsproblem und fiithren eine neue Variable xg ein. Das
Hilfsproblem hat die Form

min xo
n
Nebenbedingungen: Z a;;r; —xo < by i=1,...,m

J=1

Vorzeichenbedingungen: xg, x1,...,2, >0

Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

e Das urspriingliche Problem hat eine zuldssige Losung.
e Das Hilfsproblem hat eine zuldssige Losung mit zg = 0.

e Das Hilfsproblem hat den optimalen Wert 0.

Das heifit, wenn wir das Hilfsproblem gelést bekommen und die Lésung xg = 0
enthélt, hat unser urspriingliches lineares Programm auch eine Losung. Unser gel6stes
Hilfsprogramm liefert uns dabei eine bfs fiir unser urspriingliches Problem. Mit dieser
bfs kénnen wir den Simplex-Algorithmus dann starten. Bleibt die Frage: wie 16sen wir
das Hilfsproblem?
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Zunéchst fithren wir Schlupfvariablen x,41 ...z, ein. Wir finden leicht ein An-
fangs-Dictionary und eine Basislosung fiir unser Hilfsproblem:

0

- 0

Tnti :bi—Zaijxj—i—a:o mit ¢ =1,...,m und b
j=1

bm,

Die Basislosung ist im Allgemeinen aber noch unzuléssig. Wir erhdhen zy auf den Wert
—bj;, wobei |b;| maximal unter den b; < 0. Dadurch wird die Basisloésung fiir unser
Hilfsproblem zuléssig.

Wir kénnen dann Pivot-Schritte auf unserem Hilfsproblem vornehmen. Sobald sich
xo als Austrittsvariable anbietet, nutzen wir xy dafiir. Dann ist xg nicht in der Basis,
und min g = 0 mit x > 0 optimal erfiillt. Das bedeutet das Hilfsproblem hat das
Optimum zg = 0 und wir haben eine zuléssige Basislosung. Da x¢p = 0 kommt es in der
bfs nicht vor. Wir kénnen dann diese bfs fiir die Losung des urspriinglichen Problems
nutzen. Die Initialisierung ist abgeschlossen.

Es kann auch passieren, dass wir zu einer bfs fiir unser Hilfsproblem kommen, min zq
optimal, jedoch xg # 0 ist. Dann ist g in der Basis enthalten und kann nicht entnommen
werden. Daraus kénnen wir aber immerhin schlieflen, dass das urspriingliche Problem
unzulassig ist und es keine zuléssigen Losungen gibt.

Beispiel
Lineares Programm:
min x1 — 2x9
Nebenbedingungen: — z1 + 29 < —1
21‘1 — X9 S 4
Fiihren zg ein
min xg
o > 0
Nebenbedingungen: — x1 + 9 — 29 < —1
2.%1 — X2 — X S 4
Wir fithren Schlupfvariablen ein und formen um:
r3=—14+2x1 — 22+ 29
x4 =4 —2x1 + 22 + T
Es ist sinnvoll auch die urspriingliche Zielfunktion mit zu schleppen. x3 und x4 sind

jedoch nicht in der Zielfunktion von unserem Beispiel enthalten, es dndert sich also
nichts an dieser.

Wir erhdhen zy auf 1 und nehmen z3 als Austrittsvariable (Wert sinkt auf 0):

ro=1—21+ 22 + T3
T4 =4—2x1+29+1—21+ 220+ 3
=5—3x1 + 222 + 73
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Die erste Zeile entspricht der Zielfunktion unseres Hilfsprogrammes. Die zugehérige bfs
ist
Zo
I
xy | =
T3
T4

T O O O =

Es folgt der néchste Pivotschritt: unsere Zielfunktion w = xg kann verringert werden,
durch Erhéhung von z; auf 1. Wir erhalten folgende BF'S:

N OO = O

Damit kénnen wir die Initialisierung abschliefen und

N OO

als Anfangs-BFS fiir das urspriingliche Problem nutzen.

Das Dictionary enthélt die Basisvariablen (hier z1 und x4). Diese und die Zielfunktion
sollen dabei nur aus Nichtbasisvariablen dargestellt werden. Das ist der Grund dafiir,
dass wir oben auch die urspriingliche Zielfunktion mitgeschleppt haben. Wir ersetzen x
also in unserer Zielfunktion und bauen unser Start-Dictionary auf. Die Zielfunktion ist
nun also min 1 — x9 — x3, das Start-Dictionary ist:

r1=1—294+ 22+ 23

.%'4:2—:E2—2$3

Da xp = 0 ist xg in der ersten Zeile einfach weg gefallen.

Durch die Lésung des Hilfsprogramms kann also immer ein Start-Dictionary und
eine Start-bfs gefunden werden.

ITERATION: WAHL VON EINTRITTS- UND AUSTRITTSVARIABLEN

Eintrittsvariable kann jede Nichtbasisvariable sein, deren Koeffizient in der Darstel-
lung der Zielfunktion negativ ist. In der Erklarung der Tableau-Darstellung nutzen wir
zur Auswahl eine Heuristik und wéhlen immer die Nichtbasisvariable aus, die den be-
tragsméflig grofiten negativen Koeffizienten hat. So erzeugen wir den ,steilsten Abstieg*.
Betrachten wir dazu kurz ein Beispiel, dass noch ein anderes Problem offenbart:

Beispiel
r9 und xs sind Basisvariablen, z ist zu minimieren. Wir wollen x3 erhohen.
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To = 5 —3r1 +2xr3 — 14
xr5 = 7 —dx —3x4
z= —5 4+ x1 +9r3 + 24

Aus der ersten Zeile folgt © > —%, aus der zweiten Zeile © < co. Die Eintrittsvariable
x3 = O hat keine Beschrinkung an ©. Wir kénnen z beliebig klein machen, es gibt also
keine Losung, die z minimiert.

Kandidaten fiir Eintrittsvariablen sind immer die Variablen, die einen negativen
Koeffizienten in der Zielfunktion haben. Gibt es davon keine mehr, so lisst sich die
Zielfunktion nicht weiter minimieren. Falls es welche davon gibt, schauen wir nach dem
Simplex-Verfahren nach moglichen Austrittskandidaten. Dabei stellen wir entweder fest,
dass die Zielfunktion unbeschrinkt ist, oder wir finden Zeilen mit einer Beschrinkung.
Diese Zeilen stehen dann fiir geeignete Austrittsvariable. Wir finden also immer eine
Ein- und Austrittsvariable, falls die Zielfunktion beschriankt und weiter zu optimieren
ist.

TERMINIERUNG: TERMINIERT DER SIMPLEX-ALGORITHMUS IMMER?

Kann der Simplex-Algorithmus in eine endlose Schleife geraten? Bei der Auswahl
der Austrittsvariable kann es mehrere Moglichkeiten geben. Auch das betrachten wir an
einem Beispiel:

Beispiel
z soll wieder minimiert werden.

Ty = 1 —2@‘3
s = 3 —21‘1 +4.732 —6I3
6= 2 + w1 —3x2 —4u3
z = —2x1 4+ x9 —8x3
0
0
Bfs = (1) , Wert der Zielfunktion: 0
3
2

Mogliche Eintrittsvariablen sind also 7 und z3. Minimum fiir x3 = % Dann gehen
x4, 5 und xg auf null. Alle drei bieten sich als Austrittsvariablen. Die neue bfs sieht
wie folgt aus:

O O OO O
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Man kann nun eine der drei Basisvariablen als Austrittsvariable wéahlen, zum Beispiel
x4
1 1
TS5 T
T5 = —2x1 + 4x9 + 324

x6:x1—3fc2—|—2x4
z2=—4—2x1 +x9+ 4xy

Fiir den néchsten Pivot-Schritt bietet sich lediglich z; als Eintrittsvariable an. Die
erste Zeile gibt © = 0 an, aus der zweiten Zeile folgt © > 0 und aus der dritten Zeile
© = 0. 1 kann demnach nur auf 0 ,erhoht* werden. Die Zielfunktion dndert in diesem
Pivot-Schritt also nicht ihren Wert. Der einzige Effekt, den wir erreichen ist, dass x1
neue Basisvariable wird. Als Austrittsvariable kobnnen x5 oder zg dienen. Es findet also
ein Wechsel der Basis statt, zum Beispiel 3,5,6 — 1,3, 6 ohne dass sich z verbessert (z
bleibt gleich).

Aus so etwas kann eine unendliche Schleife entstehen. Wir kénnen das jedoch
verhindern, in dem wir regeln, wie wir die Austrittsvariable auswéhlen. Blands Regel
besagt: Gibt es mehrere Méglichkeiten eine Eintritts- oder Austrittsvariable zu wéhlen,
so ist die Moglichkeit zp zu nehmen, das den kleinsten Index k hat.

Satz 5.3
Falls das Simplex-Verfahren Blands Regel anwendet, so terminiert es.

Den Satz prasentieren wir hier ohne Beweis, ein Beweis existiert jedoch.

5.5.4 LAUFZEIT DES SIMPLEX-ALGORITHMUS

Wie lange braucht ein Pivotschritt? Fiir die Wahl der Eintrittsvariablen veranschlagen
wir O(n), fir die Auswahl der Austrittsvariablen O(m). Die Pivotspalte zu einem
Einheitsvektor zu machen kostet O(n - m).

Wie viele solcher Schritte kann es geben? Die Anzahl der Schritte ist kleiner oder
gleich der Anzahl der Ecken des Polygons, also (";m) und das ist im Allgemeinen
exponentiell!

Das Simplex-Verfahren wurde 1947 entwickelt. 1972 wurde ein Beispiel gefunden,
bei dem der Simplex-Algorithmus tatsichlich exponentielle Laufzeit aufweist: Der Klee-
Minty-Wiirfel, bei dem alle Ecken (exponentiell viele) abgelaufen werden. Der Simplex-
Algorithmus wurde da bereits 25 Jahre lang erfolgreich angewandt.

Borgwardt und Smale zeigten 1982, dass der Simplex-Algorithmus im Mittel polyno-
mielle Laufzeit benotigt (und im Mittel linear viele Pivot-Schritte erforderlich sind). Thre
Untersuchung stiitzt sich dabei auf bestimmte Pivot-Regeln, also Regeln zur Auswahl der
Eintritts- und Austrittsvariablen. Es gibt seit einigen Jahren auch die smoothed analysis,
die auf eine Arbeit von Spielman und Teng aus dem Jahr 2001 zuriick geht. Wenn
man Eingaben, die ein schlechtes Laufzeitverhalten provozieren, zuféllig perturbiert
(lateinisch perturbare ,durcheinander wirbeln*) bekommt man erwartete polynomielle
Laufzeit.
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Die Losung eines linearen Problems geht jedoch noch schneller. 1979 wies Khachian
mit der Ellipsoid-Methode nach, dass Lineare Programmierung auch im schlechtesten
Fall in polynomieller Zeit gelost werden kann. Eine neuere Methode, fiir die erst in den
1990er Jahren entscheidende Durchbriiche erfolgten, geht auf die Arbeit von Karmarkar
aus dem Jahr 1984 zuriick: die Innere-Punkt-Methode. Dennoch spielt das Simplex-
Verfahren bis heute in der Praxis eine wichtige Rolle, zumal es sich auch gut fiir grofle,
diinnbesetzte Matrizen eignet.

Dieses Kapitel folgt ungefdhr den ersten 40 Seiten des Buchs Linear Programming
von Vasek Chvatal.
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6 KOMPLEXITATSTHEORIE

Zu fast allen Problemen, die wir bislang betrachtet haben, konnten wir einen
Algorithmus angeben, der das Problem zumindest im Mittel in polynomieller Laufzeit
loste. Aus der Existenz eines Algorithmus kénnen wir schlielen, dass die Komplexitét
des gelésten Problems nicht grofler sein kann, als die Komplexitéat, die der Algorithmus
verarbeiten kann (gemessen in Laufzeit oder Speicherplatzverbrauch unter Betrachtung
des schlechtesten Falls). Es bleibt dann meist die Frage, ob es einen Algorithmus geben
kann, der das Problem schneller 16st als der bekannte.

In einigen Féllen ist es uns gelungen untere Schranken zu zeigen, zum Beispiel fiir
vergleichsbasierte Sortierverfahren auf einem beliebigen, linear geordneten Universum.
Die Komplexitatstheorie beschéftigt sich mit der Frage nach oberen und unteren Schran-
ken von Problemen, mit ganzen Klassen von Problemen vergleichbarer Komplexitit und
der Abgrenzung dieser Klassen untereinander.

Ein Algorithmus, der ein Problem auch im schlechtesten Fall in einer bestimmten
Laufzeit 16st, ist eine eindeutige Methode eine obere Schranke zu zeigen. Eine untere
Schranke zu finden ist deutlich schwieriger, weil hier gezeigt werden muss, dass das
Problem nicht einfacher geldst werden kann. Es miissen also insbesondere auch méogliche
unbekannte Algorithmen berticksichtigt werden.

Bislang haben wir die Komplexitdt fast ausschlielich anhand der Laufzeit im
Einheitskostenmaf (siche Definition 1.3 auf Seite 8) betrachtet. In diesem Kapitel
nutzen wir immer das logarithmischen Kostenmafl (siehe Definition 1.4 auf Seite 8), so
wir nicht explizit angeben, dass das Einheitskotenmafl gemeint ist. Es sei noch kurz daran
erinnert, dass ein Problem, welches in polynomieller Laufzeit auf einer Turingmaschine
gelost werden kann, dann auch auf einer Registermaschine in polynomieller Laufzeit
losbar ist und umgekehrt.

Zunichst wollen wir beispielhaft ein paar Probleme betrachten, bei denen bislang
nicht bekannt ist, ob sie in polynomieller Laufzeit gelost werden kénnen.

Beispiel
Gegeben sind einige Zahlen:

16 23 11 3 18
23 71 19 33 7
43 52 17 12

Gesucht ist eine Kombination dieser Zahlen, so dass die Summe der gewéhlten Zahlen
100 entspricht. eine Losung ist zum Beispiel:

18 19 43 12 8

Beispiel

Ist 229159043 eine zusammengesetzte Zahl, also keine Primzahl? Ja, denn 15137
und 15139 sind ganzzahlige Teiler von 229159043. Um genau zu sein ist die Primfaktor-
zerlegung von 229159043 15137 und 15139.
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Beispiel

Die Knoten im in Abbildung 6.1 dargestellten Graphen représentieren Personen
auf einer Party. Zwischen zwei Knoten verlduft eine Kante, wenn die Personen, die
sie reprasentieren, sich bereits vor der Party kannten. Gibt es sechs Personen die sich
vorher noch nicht kannten?

Abbildung 6.1: Die hellblauen Knoten sind eine giiltige Losung.

Wir kénnen die Frage etwas abstrahierter formulieren: gibt es sechs Knoten, die
paarweise nicht mit Kanten verbunden sind? Im Graph in Abbildung 6.1 sind sechs
entsprechende Knoten hellblau eingefarbt.

Welche Probleme stehen hinter diesen doch recht konkreten Beispielen? Formulieren
wir die drei Beispiele allgemeiner:

1. Gegeben sind die Zahlen ay,...,a,,b. Gesucht ist eine Teilmenge {ij,...ix} C
{1,...,n} mit a;, + ...+ a;, = b. Dieses Problem ist als SUBSET-SUM oder 0-1-
KNAPSACK (0-1-Rucksackproblem) bekannt.

2. Gegeben ist eine Zahl a in Dezimaldarstellung. Ist a zusammengesetzt? Wir nennen
dieses Problem ZSG (zusammengesetzte Zahl).

3. Gegeben ist ein Graph G = (V, E) und eine Zahl m. Gibt es eine Knotenmenge
V' CV mit |V'| =m mit Yoi,ve € V' : (v1,v2) ¢ E? Dieses Problem nennen wir
UK (unabhéngige Knoten).

Was ist diesen Problemen gemeinsam?

e Es sind Entscheidungsprobleme: das heifit die Antwort lautet ja oder nein.

e Die Antwort auf die Frage scheint schwer zu berechnen (brute-force-Algorithmen
haben exponentielle Laufzeit), eine positive Antwort aber leicht zu beweisen zu
sein (durch Angabe eines Zeugen).

Entscheidungsprobleme kénnen als formale Sprachen aufgefasst werden. Die Sprache
eines Entscheidungsproblem akzeptiert alle Worter, die einer codierten Eingabe entspre-
chen, auf die der Algorithmus zur Uberpriifung einer Antwort des Entscheidungsproblems
akzeptierend enden wiirde.
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Definition 6.1 : Komplexitiatsklasse NP
NP ist die Menge aller formaler Sprachen L mit folgender Eigenschaft: es gibt eine
Zahl k € N und einen Algorithmus A polynomieller Laufzeit, so dass

L= {w |3 Wort z mit |z| < |w|* und A(w,z) = 1}

Das Wort & nennt man Zeuge dafiir, dass w € L. Den Algorithmus A nennt man
Verifikationsalgorithmus.

Bemerkung

Man beachte: NP steht fiir Nichtdeterministisch Polynomiell, also fiir die Klasse
aller Entscheidungsprobleme, die auf einer Nichtdeterministischen Turingmaschine in
polynomieller Zeit ausgefithrt werden kénnen.

Definition 6.2 : alternative Definition von NP
NP sind alle Sprachen, die von einer nichtdeterministischen Turingmaschine in
polynomieller Zeit akzeptiert werden.

Wir haben zwei Definitionen fiir NP angegeben. Das macht nur Sinn, wenn sich
beide Definitionen nicht widersprechen, beziehungsweise sie sich aus der jeweils anderen
ergeben. Definition 6.1 14sst sich aus Definition 6.2 schlieflen: erzeuge nichtdeterministisch
einen Zeugen x (jeder mogliche Zeuge sollte so erzeugt werden konnen) mit |z| < |w|
und wende die Turingmaschine fiir A auf w an. Aus Definition 6.2 lédsst sich auch 6.1
folgern: Der Zeuge entspricht der akzeptierenden Berechnung der nichtdeterministischen
Turingmaschine bei Eingabe von w. Wenn man die akzeptierende Berechnung hat, ist
es leicht nachpriifbar, ob w zur Sprache gehort.

Beispiel
Betrachten wir die Sprache L fiir das Problem SUBSET-SUM. Die Eingabe entspricht
dann

bin(ar)#bin(az)# . .. #bin(a,)#b C {0,1, #}*

Ein Zeuge entspricht bin(iy)#bin(i2)# ... #bin(ix) wobei a;, + ...+ a;, = b. Der
Algorithmus A priift, ob a;, + ... + a;, = b stimmt und gibt dann 1 sonst 0 aus.

Anmerkung
Alle Probleme in NP sind in exponentieller Zeit entscheidbar.

NP C EXPTIME

Denn um fiir eine Eingabe w zu entscheiden, ob w € L ist fiir alle moglichen Zeugen
x mit |z| < |w|* zu testen, ob A(w,z) = 1 ist. Falls ein Zeuge gefunden wurde, der
A(w, x) = 1 erfiillt, so ist die Antwort ,,ja“, sonst ,nein®

Wie viele mogliche Zeugen miissen wir testen? Alphabet Y habe ¢ Zeichen, sei
n = |w|. Dann testen wir hochstens e Zeugen. Fiir jeden braucht A polynomielle Zeit.
Insgesamt wird also e - p(n) Zeit gebraucht, das ist exponentiell.

Definition 6.3 : Komplexititsklasse P
P ist die Menge aller Sprachen, die in polynomieller Zeit entscheidbar sind.
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Anmerkung
P C NP

Denn wenn L € P, gibt es einen Algorithmus A, der L in polynomieller Zeit
entscheidet: ein Entscheidungsalgorithmus, der in polynomieller Zeit arbeitet. Dann
entspricht L auch der Definition von NP, wobei der Algorithmus A(w, z) x ignoriert
und A auf w anwendet. Bislang ungeklart ist die Frage, ob P = NP? Diese Frage ist
eines der Milleniumprobleme, fiir deren Losung jeweils eine Million Dollar Preisgeld
ausgesetzt ist.

6.1 POLYNOMIALZEIT-REDUKTION UND NP-VOLLSTANDIGKEIT

Auch hier beginnen wir mit einem Beispiel:

Beispiel: Partition
Gegeben sind Zahlen ay,...,a,. Existiert eine Teilmenge J = {iy,...,ix} von
{1,...,n}, die die folgende Gleichung erfiillt?

2 4= a

jeJ 1¢J

Dieses Problem nennen wir PARTITION. PARTITION ist in NP. Partition lasst sich
leicht reduzieren auf SUBSET-SUM. Dabei iiberfithren wir eine Eingabe fiir PARTITION
in eine Eingabe fiir SUBSET-SUM:

n
Qg
Aly...,0p =  Q1,...,0n, —
i=1 2

Wird eines der beiden Probleme unter der entsprechenden Eingabe gelost, trifft die
gleiche Antwort — ja oder nein — auch auf das andere Problem unter der {iberfiithrten
beziehungsweise originalen Eingabe zu.

Definition 6.4 : Polynomialzeit-Reduktion

Ly, Ly sind zwei Entscheidungsprobleme (in Form von Sprachen). Ly heifit in po-
lynomieller Zeit auf Lo reduzierbar genau dann, wenn es eine in polynomieller Zeit
berechenbare Funktion f gibt, mit

w€L1<:>f(w)€L2

Als mathematische Schreibweise dient uns Ly <, Lo.

Anmerkung
Falls L1 <, Lo und Lo € P dann gilt auch L; € P.

Denn es ldsst sich dann auch ein Algorithmus finden, der Ly in polynomieller Zeit
entscheidet, wie Abbildung 6.2 auf der néchsten Seite zeigt. Wichtig ist, dass gezeigt wird,
dass wenn w Eingabe fiir L; und f(w) Eingabe fur Ls aus w € L1 f(w) € Ly folgt, aus
w ¢ Ly f(w) ¢ Lo folgt und umgekehrt: f(w) € Ly = w € Ly, f(w) ¢ Ly = w ¢ Ly.
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welb? {‘ff >cl5? j/n

Abbildung 6.2: Falls Ly <, Ly und L2 € P ldsst sich ein Polynomialzeitalgorithmus finden, der Ly
entscheidet. Dazu wird die Fingabe w fir L1 in polynomieller Zeit in eine Eingabe f(w) fiir Lo
gewandelt und dann der Polynomialzeitalgorithmus von Lo angewandt. Zu sehen ist ein solcher
Polynomialzeitalgorithmus, der L1 entscheidet.

f ist fiir die Umwandlung der Eingabe zusténdig und hat Laufzeit p(n), wobei p ein
Polynom sei. Der Algorithmus fiir Ly habe Laufzeit ¢(n). Daraus folgt |f(w)| < p(n),
die gesamte Laufzeit des in Abbildung 6.2 gezeigten Algorithmus ist < p(n) + q(p(n)),
wobei ¢(p(n)) polynomiell ist, wenn p, ¢ polynomiell sind.

Definition 6.5 : NP-schwer
Eine Sprache L heifit NP-schwer (NP-hard) genau dann, wenn L' <, L fir alle
L" € NP.

Definition 6.6 : NP-vollstiandig
L heiBBt NP-vollstindig (NP-complete) genau dann, wenn L NP-schwer und L € NP.

Anmerkung
Falls es eine Sprache L gibt, die NP-schwer ist und L € P, dann P = NP.

Anmerkung
Falls L1 <, Lo und L; ist NP-schwer, dann ist auch Ly NP-schwer. Das heifit <, ist
transitiv (siehe auch Abbildung 6.3).

fur alle

Abbildung 6.3: <, ist transitiv: Falls L1 <, Lo und Ly ist NP-schwer, dann ist auch Ly NP-schwer.

Gibt es iiberhaupt NP-volltstdndige Probleme? Wenn einmal von einem Problem
gezeigt ist, dass es NP-vollstandig ist kénnen wir Polynomialzeit-Reduktion anwenden,
um es von weiteren Problemen zu zeigen.

6.2 SCHALTKREIS-ERFULLBARKEIT

Das Problem der SCHALTKREIS-ERFULLBARKEIT ist auch bekannt als CSAT (circuit
satisfiability). Wir werden das Problem kurz vorstellen und dann nachweisen, dass es
NP-vollstéandig ist.

Gegeben ist einen Schaltkreis, wie wir ihn zum Beispiel in Abbildung 6.4 auf der
néchsten Seite sehen.
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(X1 AX2) V(X1 AX2)

Abbildung 6.4: Fin Schaltkreis: Aufgebaut aus AND, OR und NOT erhalten wir die boolsche Funktion
(z1 AZT2) V (T1 A x2) auch bekannt als XOR.

Formal betrachtet ist eine Schaltkreis ein gerichteter azyklischer Graph, dessen
Knoten wie in Abbildung 6.5 markiert sind.

(a) Eingdnge

(b) Ein Ausgang

AY Y b

(c) Eine allgemeine Verzweigung, eine UND-Verknipfung,
eine ODER-Verkniipfung und eine Negation

Abbildung 6.5: Fin Schaltkreis ist ein gerichteter azyklischer Graph, dessen Knoten wie abgebildet
markiert sind.

Einem Schaltkreis mit n Eingéngen kann in kanonischer Weise eine Boolesche
Funktion f : {0,1}"™ — {0, 1} zugeordnet werden. Jedem der n Eingénge wird dabei
eine der Eingabevariablen «; zugeordnet. Dann wird dem Ausgabeknoten bei Eingabe
a1 ...y, ein Bit zugeordnet, das f(aq,...,ay,) entspricht.

Definition 6.7 : erfiillbarer Schaltkreis
Ein Schaltkreis C' heifit erfillbar genau dann, wenn es eine Eingabe a;, ..., oy, gibt
mit feo(aq,...qn) = 1.

Das Problem der Schaltkreis-Erfiillbarkeit (CSAT) beschéftigt sich genau damit:
gegeben ist ein Schaltkreis C'. Ist C' erfiillbar?
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CSAT € NP, denn als Zeuge z dient eine Eingabe (a1, ..., o), mit der der Verifika-
tionsalgorithmus A(C, z) nachpriift, ob C bei Eingabe x eine 1 liefert. Das geht leicht
in polynomieller Zeit.

Satz 6.1 : Cook, 1970
CSAT ist NP-vollsténdig.

Bemerkung
Cook hat urspriinglich nicht fiir CSAT gezeigt, dass es NP-vollstdndig ist, sondern
fir die Erfiillbarkeit boolescher Formeln (SAT). Die Analogie ist leicht zu sehen.

Beweis: Satz von Cook
Zunichst die Beweisidee:

e (CSAT ist in NP: sieche oben.

e CSAT ist NP-schwer: zu zeigen ist, dass fiir beliebiges L € NP gilt L <, CSAT. Das
heifit wir wollen eine Funktion f beschreiben, die in polynomieller Zeit berechenbar
ist, mit w € L & f(w) € CSAT. Dabei ist f(w) natiirlich ein Schaltkreis.

Wir werden den Beweis nicht bis ins letzte Detail durchgehen, wollen uns aber die
Konstruktion des Schaltkreises, also die oben als f bezeichnete Funktion ndher ansehen.

Wir wissen: es existiert ein Algorithmus A, & € N mit w € L < 3z : |2| < |w|¥ und
A(w,z) = 1. Sei M4 = (Q,%,0,qo) eine deterministische Einband-Turingmaschine, die
A in polynomieller Zeit berechnet. Fiir Eingabe w konstruieren wir einen Schaltkreis
Sy mit w € L & S, ist erfillbar. Wir bauen also einen Schaltkreis f(w) der einer
festen Verdrahtung der Rechnung entspricht, die M4 ausfiihrt. Der Schaltkreis hat |w|*
Fingénge, und einen fest vorgegebenen Teil w, der neben den Eingéngen als Teil der
Eingabe gesehen werden kann. Die Eingédnge des Schaltkreises dienen der Eingabe des
Zeugen x.

Der Schaltkreis besteht aus einzelnen Bausteinen von denen jeder einer Anwendung
der Uberfiihrungsfunktion § der Turingmaschine M4 entspricht.

d(a,q) = (@, D, q)

Das heifit: wird das Zeichen a im Zustand ¢ gelesen, so geht M4 in den Zustand § iiber
iiberschreibt a mit @ und bewegt den Kopf in Richtung D € {R, L,0}. Abbildung 6.6
veranschaulicht einen solchen Baustein.

q k a
b o
B
v Vv 9
g L O R a

Abbildung 6.6: k ist ein Kontrollbit, a sind mehrere Fingdnge, die Zeichen a codieren, q mehrere
FEingdnge, die den Zustand q codieren.
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Um die Bausteine miteinander verkniipfen zu kénnen, betrachten wir die Ausgabe
des Bausteins genauer:

,Ja falls k =1
1 0...0 sonst (codiert: keinen Zustand)

000 fallsk=0

100 fallsk=1,D=1L
010 fallsk=1,D=0
001 fallsk=1,D=R

, {a falls k = 1

K =

a =
a sonst

Wie sieht nun der gesamte Schaltkreis aus? Sei n = |w| und k aus der Defintion
von L € NP. Die Laufzeit der Turingmaschine M4 sei P(N) mit N = |w| + |z| <
n 4 nF. Der Schaltkreis S,, ist dann ein P(N) x P(N)-Schema aus B-Bausteinen, wie
in Abbildung 6.7.

Platz auf Band

Abbildung 6.7: Der Schaltkreis S, ist ein P(n) x P(N)-Schema aus B-Bausteinen. Die Zeilen
entsprechen den Schritten, die Ma macht, daher braucht es P(N) viele. Die Spalten entsprechen
den Zellen, die auf dem Band von Ma genutzt werden. Auch hier braucht es P(N) wviele, da eine
Turingmaschine in jedem Schritt mazimal eine Zelle durchwandert. Ma kann also mazimal P(N)
viele Zellen nutzen.

Die Verkniipfung der Bausteine miteinander betrachten wir beispielhaft am Stein
B;j;, der in der i-ten Zeile und j-ten Spalte des Schemas steht, also der j-ten Zelle des
Bandes zum Zeitpunkt ¢ entspricht. Diesen Baustein und seine Umgebung sehen wir
in Abbildung 6.8 auf der néchsten Seite. In der selben Abbildung sehen wir auch eine
Schaltung, um drei Eingdnge komponentenweise disjunktiv zu verkniipfen. Eine solche
Schaltung nutzen wir fiir die Eingédnge ¢ und k.

Der Eingang k entscheidet, ob ein Baustein aktiv geschaltet ist, oder nicht. Ein
Baustein erhélt immer das aktuelle Zeichen der Zelle des Bandes, die er repréisentiert.
a wird also immer weiter gereicht, auch wenn ein Baustein nicht aktiv ist. Wird ein
Baustein aktiviert, so erhélt er auch den richtigen Zustand. Zwei der Vorgéingerbau-
steine geben 0...0 aus, was komponentenweise mit dem Ausgang ¢ des aktiven dritten
Vorgéngerbausteins disjunktiv verkniipft wird. Letzterer gibt den aktuellen Zustand an
den neuen aktiven Baustein weiter. Am Ausgang ¢’ der aktiven Zelle entsteht so immer
der richtige aktive Zustand.

In Abbildung 6.9 auf der niichsten Seite bekommen wir einen Uberblick iiber den
gesamten Schaltkreis S,,. Wir nehmen an, dass M4 das codierte Wort 10...0 auf das
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Abbildung 6.8: Die Ausgiange L,0, R der drei Bausteine aus der bevorstehenden Reihe werden kompo-
nentenweise mittels V verknipft und zum Eingang k des Bausteins gefiihrt. Selbiges passiert mit
den Ausgangen q der drei Bausteine der bevorstehenden Reihe. die mit dem Eingang q verbunden
werden. Der Ausgang a des zuvorstehenden Bausteins wird direkt mit dem Fingang a verbunden.

Eingange
Sy “ Zeuge x H
g,la, 00a, 00a

................... -

IZeZZiIt: q . ................................................
|

Einziger
Ausgang
0/1

Abbildung 6.9: Uberblick iber den gesamten Schaltkreis. Sei w = ay . ..an und qo Anfangszustand von
Ma. Der Zeuge x wird iber die Fingdnge eingegeben, es gibt nur einen Ausgang, der genau wie der
Verifikationsalgorithmus 0 oder 1 ausgibt (beziehungsweise das codierte Wort fiir 0 oder 1).
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Band schreibt, falls das Ergebnis der Rechnung 1 ist. Andernfalls schreibt M4 0...0 in
die erste Zelle des Bandes. Nun wére noch formal zu zeigen: w € L < 5, erfiillbar.

.= Aus w € L folgt, dass es einen Zeugen z gibt, fiir den A(w,x) = 1. Die
Codierung von «x ist dann eine erfiillende Belegung von S, da S,, die Rechnung von
My ,simuliert®. Das heifit aus w € L folgt S,, ist erfiillbar.

,<‘ Angenommen S, ist erfiillbar. Dann gibt es eine erfiillende Belegung der
Einginge von S,,. Diese Belegung entspricht dann einem Zeugen « fiir w € L. Denn
dann ist A(w,z) = 1, da S, die Rechnung von M, ,simuliert. Das heift aus S, ist
erfiillbar folgt w € L.

Fiir einen vollstdndigen Beweis fehlen noch viele Kleinigkeiten. Die Beweisidee,
speziell der Aufbau des Schaltkreises sollte aber klar geworden sein. Damit wéren alle
Probleme in NP auf CSAT reduzierbar.

Die Konstruktion von Sy, aus w ist in polynomieller Zeit moglich: das Schema hat
P(N) - P(N) B-Bausteine. Ein B-Baustein hat konstante Gréfie, unabhéngig von w
oder x. Die Konstruktion des gesamten Schaltkreises ist daher in O(P(N) - P(N)) =
O(P(n + n*)?) moglich. P(n + n*)? ist ein Polynom in n.

Anmerkung
So ein Schaltkreis ldsst sich immer Bauen, da A, V, — eine vollstéindige Basis fiir
Booleschen Funktionen bilden.

6.3 WEITERE NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME

Der Beweis, dass CSAT NP-vollstindig ist, ist recht umfangreich. Da polynomielle
Reduktion transitiv ist, konnen wir fiir weitere Probleme leichter zeigen, dass sie
NP-schwer sind, in dem wir CSAT auf diese Probleme reduzieren. Kénnen wir auch
noch nachweisen, dass sie in NP liegen, so haben wir nachgewiesen, dass auch sie NP-
vollstandig sind.

6.3.1 SAT (SATISFIABILITY)

Gegeben sind Variablen x1, x2, ... und Operationen (einstellige Negation, zweistellige
Konjunktion und zweistellig Disjunktion), zum Beispiel (21 V 22 VZ3) A (2 V 23V 24) A
(T1 Vo VT4). (T1 Vo VTs) heifit Klausel (clause). Negierte oder nichtnegierte Variablen,
wie zum Beispiel T1, x2, T4, heillen Literale.

Definition 6.8 : Konjunktive Normalform (KNF)

Eine aussagenlogische Formel ist in konjunktive Normalform (KNF), wenn sie nur
aus Konjunktionen von disjunktiv verkniipften Literalen besteht. Das zuvor angegebene
Beispiel, ist in KNF angegeben.

Anmerkung
Aus dem Grundstudium wissen wir, dass alle aussagenlogische Formeln in KNF
iiberfithrt werden kénnen.
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Definition 6.9 : Erfiillbarkeit boolescher Formeln

Eine Formel heifit erfillbar genau dann, wenn die Variablen der Formel so mit
Wahrheitswerten (0,1) belegt werden kénnen, dass der Wert der Formel insgesamt 1
wird.

Die oben beispielhaft angegebene Formel ist erfiillbar, denn x1 < 1,z < 1,23 <
1,x4 + 0 ist eine erfillende Belegung.

Das Problem SAT (satisfiability) befasst sich mit der Erfiillbarkeit aussagenlogischer
(boolescher) Formeln. Gegeben ist eine aussagenlogische Formel ¢ (in KNF). SAT fragt
ob q erfiillbar ist oder nicht.

Anmerkung

Jede boolesche Formel kann wie gesagt in KNF gebracht werden. Im schlimmsten
Fall hat die Formel in KNF jedoch exponentielle Lange im Vergleich zur urspriinglichen
Formel. Geht es nicht um strenge Aquivalenz, sondern um Erfiillbarkeitsiquivalenz, lisst
sich zu jeder booleschen Formel durch einfiigen neuer Variablen eine KNF finden, deren
Lénge linear im Vergleich zur Lange der urspriinglichen Formel liegt. SAT betrachtet
ausschliefflich die Erfiillbarkeit einer aussagenlogischen Formel. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit kénnen wir daher davon ausgehen, dass diese in KNF vorliegt.

Satz 6.2
SAT ist NP-vollsténdig.

Beweis

SAT € NP, denn zu jeder erfiillbaren Formel ¢ dient uns als Zeuge eine erfiillende
Belegung. Ein Verifikationsalgorithmus evaluiert ¢ mit einer solchen Belegung. Um zu
zeigen, dass SAT NP-vollstdndig ist, miissen wir aber noch zeigen, dass SAT NP-schwer
ist. Das zeigen wir durch eine Reduktion CSAT <, SAT.

Gegeben sei ein Schaltkreis S. Wir konstruieren eine Formel g, so dass S erfiillbar
ist genau dann, wenn g erfiillbar ist, wie folgt. ¢s hat die Variablen z, ..., z, fiir die
Fingénge des Schaltkreises und y1, ...,y fir die =, A,V Gatter des Schaltkreises. Es
werden nun Klauseln, wie in Abbildung 6.10 dargestellt, gebildet.

o W
&)

Ym Ym
(a) FEine solche Schaltung wird in ei- (b) Ein Gatter zur Negation wird durch
ne Klausel ym = yr V yi umgewan- folgende einfache Klausel umgesetzt:
delt, wobei a = b Abkiirzung fiir Y = Ym.-

(a Vb)A(@VD) ist. Eine konjunk-
tive Schaltung (A-Gatter) wird dem
entsprechend umgesetzt.

Abbildung 6.10: Reduktion von CSAT auf SAT: Bildung von Klauseln. y, und y; kénnen Eingdnge
oder andere Gatter sein.
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Die Klauseln werden nun fiir alle Gatter des Schaltkreises gebildet. Die Formel ¢,
entspricht nun der Konjuktion all dieser (¢ = v V ¥1)s Um = Yk A Y1), (Ym = Tg)
Teilformeln.

Zu zeigen ist: S ist erfiillbar genau dann, wenn 4 erfiillbar ist. Wir wollen dazu die
Beweisidee vorstellen und nicht den vollstdndigen eigentlichen Beweis.

,=‘: Sei ay ... ay, eine erfiillende Eingabe. Belege die Variablen z; <+ «; i=1,...,n
und y1, ...,y mit den Werten, die die entsprechenden Gatter im Schaltkreis produzieren,
bei Eingabe der erfiillenden Belegung o . .. ay, fiir 5. Per Induktion lasst sich beweisen,
dass aus S ist erfiillbar folgt, dass auch ¢, erfiillbar ist. Die Formel ¢, wurde genauso
angelegt, dass dieser Schluss folgt.

,<": Betrachte erfiillende Belegung fiir ;.

T < 01

Tp < Qp

yr

Y <

Gib aj ... a, als Eingabe an S. Aus der Konstruktion von ¢, folgt, dass S dann erfiillt
wird. Gibt es also eine erfiillende Belegung fiir ¢, so ist auch S erfiillbar.

6.3.2 3SAT

3SAT ist eine spezielle Form des Problems SAT. SAT formuliert die Frage, ob eine
aussagenlogische Formel ¢ erfiillbar ist. SAT erwartet, dass ¢ in KNF vorliegt. 3SAT
untersucht die selbe Frage, stellt jedoch noch die Bedingung auf, dass jede Klausel
von ¢ aus maximal 3 Literalen besteht. 3SAT ist fiir sich genommen eigentlich nicht
sehr interessant, auch wenn trotz der Beschrankung gezeigt werden kann, dass es NP-
vollsténdig ist. Es ist jedoch technisch hilfreich, wenn durch Reduktion gezeigt werden
soll, dass andere Probleme NP-vollstdndig sind.

Behauptung
3SAT ist NP-vollstindig.

Beweis
Den Beweis, dass 3SAT NP-schwer ist, fithren wir durch eine Reduktion von SAT auf
3SAT: SAT <, 3SAT.

Sei p = C1 A ... AC} eine Instanz fiir SAT, wobei C; Klauseln sind. Zu jeder Klausel
C = (y1V...Vyyp), die aus den Literalen y; (i = 1,...,n) besteht, konstruieren wir eine
Formel C’ in 3KNF (KNF mit < 3 Literalen pro Klausel) wie folgt, wenn n > 3:

(iVyaVzi)ANZ1VysVza) Ao A(Zn—3 V Yn—1V 2n—2) A (Zn—2 V Yn)

Dabei sind z; neue zusatzliche Variablen. Diese Konstruktion fiihren wir nun fir alle
Klauseln von ¢ aus und verbinden die entstehenden C’ konjunktiv. Wir erhalten eine
Formel ¢ in 3KNF.
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Dann gilt: eine erfiillende Belegung von C' fiir y; ...y, kann zu einer erfillenden
Belegung von C' fiir y1,...,Yn, 21, .., 2n_2 erweitert werden. Eine erfiillende Belegung
von C' muss mindestens ein y; auf 1 setzen. Die entsprechende Klausel in C’ sieht aus
wie folgt: z;_o V y; V z;_1. Wir belegen z1,...,%_o mit 1 und z,_1,...,2,_2 mit 0. C’
ist dann erfiillt, denn z; bis z;_o sind erfiillt, y; ist erfiillt und Z;_1 bis Z,_o sind auch
erfilllt. Es folgt: ist o erfiillbar, so ist auch ¢’ erfiillbar (eine erfiillende Belegung von ¢
kann ja wie geschildert zu einer erfiillenden Belegung von ¢’ erweitert werden).

Wenn ¢’ erfiillbar ist, ist auch ¢ erfiillbar. Denn es muss eine erfiillende Belegung
von ¢’ geben und diese Belegung muss in jeder Klausel C’ mindestens ein y; auf 1 setzen.
Angenommen das ist nicht so und es gibt eine erfiillende Belegung fiir eine Klausel C’
bei der alle y; auf 0 gesetzt sind. Dann muss z; = 1 gesetzt sein, damit die erste Klausel
erfiillt ist. Selbiges gilt fiir zo und die zweite Klausel und so weiter. Damit alle Klauseln
bis einschliellich der vorletzten Klausel erfillt sind miissen also z1, zo,...,2,_2 auf 1
gesetzt sein. Die letzte Klausel ist dann (Z,—2 V y,). Da wir z,_o bereits auf 1 und y,
auf 0 gesetzt hatten ist diese Klausel dann aber nicht erfiillt, was im Widerspruch dazu
steht, dass wir eine erfiillende Belegung gefunden haben, bei der alle y; auf 0 gesetzt
sind. Daher gilt: ist ¢’ erfiillbar, so ist auch ¢ erfiillbar.

6.3.3 PROBLEME DER ZULASSIGKEIT LINEARER PROGRAMME

Betrachten wir kurz zwei Probleme, die sich mit der Zulassigkeit linearer Programme
befassen: 0-1-LP und ILP.

0-1-LP steht fiir 01 Lineare Programmierung. Gegeben sind Nebenbedingungen
Az < b, A € Z™ " b e Z™. Gefragt ist, ob eine zuléssige Losung x € {0,1}" existiert.
Das Problem linearer Programmierung mit einer Zielfunktion lédsst sich auf dieses
Problem, bei dem ¢ dem Nullvektor entspricht, leicht reduzieren.

Ganzzahlige lineare Programmierung (integer linear programming, ILP) hat die
selben Anforderungen, fragt jedoch, ob eine zuléssige Losung = € Z™ existiert, also eine
ganzzahlige Losung.

Satz 6.3
0-1-LP und ILP sind NP-vollstandig.

Das bedeutet insbesondere, dass ganzzahlige lineare Programmierung NP-schwer ist.
Ganzzahlige lineare Optimierung ist deutlich schwerer zu lésen als lineare Optimierung
allgemein, fiir die es Logarithmen gibt, die immer in polynomieller Zeit arbeiten (siche
dazu Kapitel 5 zur linearen Programmierung).

Beweis
Den Beweis fiihren wir tiber zwei Reduktionen: SAT <, 0-1-LP <, ILP.

Zunéchst wollen wir SAT auf 0-1-LP reduzieren. Sei ¢ = Cj A ... A Cy eine Instanz
flir SAT, 0.B.d.A. in KNF, bestehend aus den Klauseln Ci,...,Cy. ¢ ist erfiillbar,
wenn es eine Belegung fiir ¢ gibt, so dass jede Klausel wahr wird. Wir konstruieren
eine arithmetische Formel ¢’, in dem wir die booleschen Operationen von ¢ wie folgt
umsetzen:

e die Negation Z; setzen wir um zu (1 — x;),
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e die Disjunktion x; V x; setzen wir um als Addition x; + x; und

o die Konjunktion kommt in einer Klausel einer Formel in KNF nicht vor.

Den Wert 0 interpretieren wir als das boolesche falsch, den Wert 1 als das boolesche
wahr. ¢ liegt 0.B.d.A. in KNF vor. Jede Klausel C; werden wir nach diesen Regeln in
eine Nebenbedingung umsetzen, die > 1 sein muss.

Betrachten wir zum Beispiel folgende aussagenlogische Formel:
o= (1 VaaVas)A(x1VT2) A (xaVT3) A (TT VT2V T3)
Wir erhalten dann folgende Nebenbedingungen:

r1+22+w3>1
1+ (1—m) >1
r2+ (1 —23) > 1
I—z1)+(1—22)+(1—23)>1

Wir multiplizieren alle Nebenbedingungen mit —1 und bringen die Einsen aus den
negierten Variablen (1 — x;) auf die rechte Seite der Ungleichungen, um sie in die
gewiinschte Form Az < b zu bringen und erhalten:

—r1—T9 —2r3 < —1
—z1+ 22 <0
—x2 +23 <0

1+ a2+ 23 <2

Gibt es eine zuldssige Losung = € {0, 1}, so ist ¢ erfillbar. Denn eine entsprechende
Lésung gibt fiir jede Variable x; eine Belegung mit 0 oder 1 vor. In jeder Nebenbedingung
wird dadurch mindestens eine nichtnegierte Variable auf 1 gesetzt oder mindestens
eine negierte Variable auf 0. Nichtnegierte Variablen die auf 1 gesetzt werden sorgen
dafiir, dass die Klause wahr wird und die Nebenbedingung einen Wert von mindestens 1
annimmt. Negierte Variablen, die auf 0 gesetzt sind sorgen dafiir, dass die Negation in
der Klause erfiillt wird und die Nebenbedingung erfiillt wird, denn 1 — 0 > 1 gilt als
erfiillt. 0-1-LP ist nur erfiillt, wenn alle Nebenbedingungen erfiillt sind. ¢ ist nur erfiillt,
wenn alle Klauseln erfiillt sind.

Ist ¢ erfiillbar, so ist es auch das oben konstruierte lineare Programm. Die Belegung
erfillt jede Klausel von . Das heifit jede Klausel muss mindestens eine nichtnegierte
Variable enthalten, die auf 1 gesetzt wird oder mindestens eine negierte Variable, die
auf 0 gesetzt wird. Entsprechend lésst sich eine zulédssige Losung fiir das obige 0-1-LP
konstruieren, denn die Nebenbedingungen sind aus diesen Klauseln hergeleitet. Die
enthaltene nichtnegierte Variable, die auf 1 gesetzt ist oder die enthaltene negierte
Variable, die auf 0 gesetzt ist, erfiillt die entsprechende Nebenbedingung.

Die Reduktion 0-1-LP <, ILP ist Teil der Ubung.
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6.3.4 CLIQUE

Gegeben ist ein Graph G = (V, E') und eine Zahl k € N. Enthélt G eine Clique der
Grole k7 Eine Clique ist ein vollstandiger Teilgraph, also eine Teilmenge V' C V, so
dass {z,y} € F fir alle z,y € V', x # y erfiillt ist.

Satz 6.4
CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis
CLIQUE € NP, denn als Zeuge dient uns eine Teilmenge V' C V' der Grofie k (falls
k < n). Der Verifikationsalgorithmus priift, ob je zwei Knoten in V'’ verbunden sind.

Um zu zeigen, dass CLIQUE NP-schwer ist, zeigen wir 3SAT <,, CLIQUE. Sei ¢ eine
Eingabe fiir 3SAT. Wir miissen dann einen Graph G, konstruieren und eine Zahl k¥ € N
finden, so dass G, eine Clique der Gréfle k enthélt, genau dann, wenn ¢ erfiillbar ist.

Die Eingabe fiir 3SAT ist eine aussagenlogische Formel ¢ = C; A ... A Cy, die aus
Klauseln C; = y;1 V 2 V ¥;3 mit den Literalen y;; besteht. G, enthélt als Knoten alle
Literale aller Klauseln. Wir fligen eine Kante zwischen y;; und y;,, genau dann ein, wenn
i # 1 und y;; # Yp,,,- Die GroBe der Clique k setzen wir auf die Anzahl der Klauseln.
Abbildung 6.11 demonstriert das an einem Beispiel.

Abbildung 6.11: Zur Formel ¢ = (x1 VT2 V 23) A (T1 V T2 V T3) wiirde der abgebildete Graph G,
konstruiert werden. Dabei wird fir jedes Literal ein Knoten erzeugt. Der Knoten 11 steht fiir das
Literal 1 aus der ersten Klausel, der Knoten 12 fiir das Literal T2 aus der ersten Klausel, der
Knoten 21 fiir das Literal 1 der zweiten Klausel und so weiter.

Dann gilt: G, hat eine Clique der Grofle & genau dann, wenn ¢ erfiillbar ist.

,<=": Sei ¢ erfiillbar. Jede erfiillende Belegung von ¢ sorgt dafiir, dass in jeder Klausel
mindestens ein Literal erfiillt ist. Wir wahlen nun pro Klausel ein erfiilltes Literal aus,
beziehungsweise die Knoten, die diese Literale reprasentieren. Wir hatten zwischen zwei
Knoten eine Kante gezogen, wenn die Knoten Literale reprasentieren, die weder zur
selben Klausel gehoren noch die negierte und nichtnegierte Variante der selben Variable
sind. Da wir aus jeder Klausel ein Literal wéhlen und alle gewahlten Literale erfiillt
sind, erhalten wir eine Clique der Groflie k, die der Anzahl der Klauseln entspricht.

,=‘1 G, habe eine Clique der Gréfe k. Die Literale, die diesen Knoten entsprechen,
ergeben eine erfiillende Belegung fiir . Denn in der Konstruktion des Graphen hatten wir
nur Kanten zwischen Knoten gezogen, deren reprisentierte Literale zu unterschiedlichen
Klauseln gehoren und sich nicht widersprechen. Da k der Anzahl der Klauseln entspricht,
haben wir in jeder Klausel mindestens ein Literal erfiillt, was dafiir sorgt, dass ¢ erfiillt
ist.



6.3 Weitere NP-vollstandige Probleme 105

6.3.5 UBERDECKENDE KNOTENMENGE (VERTEX COVER, VC)

Gegeben ist ein Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N. Existiert ein VC der Grofe
k? Das heifit existiert eine Teilmenge V' C V mit |V’| = k, so dass jede Kante in E zu
mindestens einem Knoten von V' inzident ist?

AN/
VAN

Abbildung 6.12: Die hellblauen Knoten des Graphen bilden ein vertex cover der Gréfe 7 in ihm.

Satz 6.5
VC ist NP-vollstandig.

Beweis

VC € NP zu zeigen ist leicht. Ein Zeuge ist eine Knotenmenge. Ein Verifikationsal-
gorithmus kann zum Beispiel alle Kanten markieren, die zu den in der Knotenmenge
enthaltenen Knoten inzident sind. Sind alle Kanten markiert akzeptiert er, sonst verwirft
er.

Das VC NP-schwer ist, zeigen wird durch die Reduktion CLIQUE <, VC.

Sei G = (V, E), k eine Instanz fiir CLIQUE. Wir konstruieren den komplementéren
Graphen G = (V, (g) \ E), der also alle ungeordneten Paare von V' enthélt, die nicht in
E enthalten sind. Sei kK = n — k. Dann gilt G hat eine Clique der GroBe £ genau dann,
wenn G ein VC der GroBe k hat.

Angenommen V' C V sei eine Clique von G der Gréfie k. Dann ist V' \ V’ ein VC in
G. Fiir alle Kanten (u,v) € G gilt (u,v) ¢ E. Daraus folgt, dass mindestens einer der
Knoten u, v nicht Teil von V' ist, denn alle Knoten, die zu V' gehéren, sind paarweise
durch eine Kante in E verbunden (sonst wire V' keine Clique). Das bedeutet aber
auch, dass mindestens einer der beiden Knoten Teil von V' \ V' sein muss. Jede Kante
(u,v) € G ist also von der Knotenmenge V \ V' iiberdeckt. Die Menge V \ V' bildet also
ein VC der Gréfle |V] —k in G.

Angenommen V' C V ist ein VC in G und |V’| = k. Fiir jede Kante (u,v) € G gilt,
dass u € V' oder v € V' oder u,v € V'. Daraus folgt, dass fiir alle w,z ¢ V' folgt, dass
(w,z) ¢ G. Dann muss (w,x) aber in E enthalten sein. Das heifit V '\ V’ ist eine Clique
der GroBe |V| — |V’|, was wiederum k entspricht.

6.3.6 SUBSET-SUM

SUBSET-SUM haben wir bereits zu Beginn des Kapitels vorgestellt. Gegeben sind
einige Zahlen a1, ..., a,,b. Existiert eine Teilmenge I C {1,...,n}, so dass > ;c;a; = b?
Es ist auch bekannt als 0-1-Rucksack (0-1-Knapsack).



106 6 KOMPLEXITATSTHEORIE

Wir zeigen per Reduktion, dass SUBSET-SUM NP-schwer ist. Dazu reduzieren wir
VC auf SUBSET-SUM. Gesucht ist also eine Funktion f, so dass w € VC & f(w) €
SUBSET-SUM. w ist ein Graph und eine Zahl k, f(w) eine Menge von Zahlen. Wir gehen
dazu wie folgt vor:

e Wir bilden die Inzidenzmatrix Giber den Graphen G des Problems VC.

e An die Inzidenzmatrix héngen wir eine |E| x |E| Einheitsmatrix an.

Wir fiigen links eine neue Spalte hinzu, in die ersten |V| Zeilen tragen wir jeweils
1 ein, in die folgenden |E| Zeilen 0.

Wir fligen eine letzte Zeile unten an, in deren ersten Spalte wir k schreiben und
deren andere Spalten 2 enthalten.

Jede Zeile, bis auf die letzte, interpretieren wir nun als Viernédre Zahl. Das bildet
die Menge {aq,...,a,} unser Eingabe fiir SUBSET-SUM.

b setzen wir wie folgt: b = ZEOA 2.4 4 k- 41l das entspricht der letzten Zeile,
interpretiert als viernédre Zahl.

Beispiel
Betrachten wir das ganze an einem Beispiel. Als Eingabe fiir VC dient uns der
Graph, der in Abbildung 6.13 zu sehen ist.

Abbildung 6.13: FEin Graph, der uns als beispielhafte Eingabe fiir VC dient.

Wir bilden jetzt die Inzidenzmatrix, hingen eine Einheitsmatrix der Dimension
|E| = 6 an, fiigen links die Spalte und unten die letzte Zeile an. Das Ergebnis sieht aus
wie folgt:

ai U1
a2 V2
as U3
as U4
as Vs

OO~ Rk O
_ o = O O
_ o O = O
= =0 O O

o O O = =

ag
ar
as
ag

€5
0
1
0
1
0
0

aio
aiy

TNNO OO OO O
—
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Die Zahl a5 in diesem Beispiel berechnet sich wie folgt: a5 = 1-494+1-4%2 41434146,
Die Summe jeder Spalte ist iibrigens 3 (die letzte Zeile ausgelassen). Die Formel fiir
b hatten wir oben bereits angegeben: b = ZLE'O_I 2. 4" + k- 41Fl hier im Beispiel also

b=372 2 4"+ k- 45

Nachdem klar ist, wie wir die Reduktion durchfiihren, bleibt noch zu zeigen, dass
w € VC gilt genau dann, wenn f(w) € SUBSET-SUM.

,=*: Es existiere eine {iberdeckende Knotenmenge der GroBe k (vj,,...,v;, ). Aus
der Menge {a1,...,antm} wihlen wir jetzt a;,,...,a; aus. Jede Spalte summiert sich
iber die ausgewéahlten Zeilen zu 1 (nur einer der beiden inzidenten Knoten ist in V’
enthalten), oder zu 2 (beide inzidente Knoten sind enthalten) auf. Bei den Kanten,
bei denen nur einer der inzidenten Knoten in V' enthalten ist (Spaltensumme betrigt
1) wéhlen wir zusatzlich noch die entsprechende Zeile aus der Einheitsmatrix aus (in
unserem Beispiel sind das ag bis a11). Die Summe iiber die erste Spalte wird so immer
k grof, die Summe iiber die anderen Spalten 2 und somit folgt f(w) € SUBSET-SUM
aus w € VC.

,<": Es existiere eine Menge von Zeilen, die aufsummiert b ergeben. Wegen k an
erster Stelle von b, muss diese Menge genau k Zeilen der Inzidenz-Matrix enthalten.
Das représentiert einen Vertex-Cover-Kandidaten. Jede Spalte summiert sich zu 2 auf,
woraus folgt, dass mindestens ein Knoten je zugehoriger Kante enthalten ist, alle Kanten
sind also tiberdeckt. Aus f(w) € SUBSET-SUM folgt also w € VC.

Zu Laufzeit und Platzbedarf sei kurz angemerkt, dass eine Inzidenzmatrix aus
vielen Nullen und Einsen besteht. Alle oben verwendete Zahlen sind kleine Zahlen, alles
nur je ein Bit. Der Platzbedarf (man denke an das logarithmische Kostenmaf}) geht
also in der ©-Notation unter. Sei n = |V| und k eine beliebige Zahl aus N. f ist in
polynomieller Zeit berechenbar. Die Eingabelinge liegt in ©(n? + logk), die Laufzeit
in O(|V| - |E| + |E|? + logk). Jede 4-niire Zahl kann auch binir dargestellt werden,
codiert durch 2 Bits. Das heifit fiir jede vierndre Zahl kommt einfach noch Faktor 2
dazu, was wieder in © untergeht. Wir wissen |E| < |[V|2. Deshalb liegt die Laufzeit in
O(n* 4 log k), was quadratische in Bezug auf die Eingabelinge ist.

6.3.7 HAMILTONKREIS (HAMILTONIAN CIRCUIT)

Definition 6.10 : Hamiltonkreis (hamiltonian circuit)

In einem Graphen heifit ein Kreis w Hamiltonkreis (hamiltonian circuit), wenn er
jeden Knoten genau einmal enthédlt. Man unterscheidet zwischen einem Hamiltonkreis
in einem gerichtetem und einem Hamiltonkreis in einem ungerichteten Graphen.

Das bekannte Problem des Handlungsreisenden (travelling salesman problem, TSP)
ist ein Spezialfall, bei dem in einem gerichteten und gewichtetem Graphen nach einem
Hamiltonkreis mit minimalen Kosten gefragt wird.

Die Frage, ob es in einem ungerichteten Graphen einen Hamiltonkreis gibt, nennen
wir HC (hamiltonian circuit). Das Problem zu entscheiden, ob es in einem gerichteten
Graphen einen Hamiltonkreis gibt nennen wird DHC (directed hamiltonian circuit).
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Die Reduktion HC <, DHC ist einfach, da DHC ein Spezialfall von HC ist. Man
kann jeden ungerichteten Graphen in einen gerichteten verwandeln, in dem man je
ungerichteter Kante zwei gerichtete Kanten einfiigt, die in entgegengesetzter Richtung
verlaufen. Die Reduktion in die andere Richtung, also DHC <, HC verbleibt fiir die
Ubung.

Satz 6.6
DHC ist NP-schwer.

Beweis
Wir zeigen dies durch Reduktion von 3SAT: 35AT <, DHC.

3SAT bekommt als Eingabe eine aussagenlogische Formel ¢ in 3-KNF. Daraus bauen
wir einen Graphen, in dem genau dann ein Hamiltonkreis existiert, wenn ¢ erfiillbar
ist. ¢ enthalte n Variablen x1,...,x,. Wir bauen einen Graphen, in dem jede Variable
durch 3 4 2b; Knoten reprasentiert wird, wobei b; die Zahl der Vorkommen von x; oder
T; in @ ist. m sei die Anzahl der Klauseln von ¢ = C1 A ... A C,,. Jede Klausel C; wird
von einem Knoten im Graphen représentiert. Aus dem folgenden Beispiel sollte deutlich
werden, wie wir den Graphen erstellen.

Beispiel
Sei (21 VT2 Vas)A(T1VroVTL) A(T1 VT2 VT3). Wir konstruieren den in Abbildung 6.14
gezeigten Graphen.

:
:
x{

Abbildung 6.14: Die Knoten v;,1,v:2,vi,3, sowie die paarweisen Zwischenknoten zwischen v; 2 und
v;,3 reprasentieren die Variable x;. Von den paarweisen Zwischenknoten geht je eine gerichtete
Kante zu einer der Klauseln, die x; oder T; enthalten. Geht die Kante vom linken Zwischenknoten
aus und zum rechten Zwischenknoten zurick, so ist x; in der Klausel nichtnegiert enthalten. Geht
die Kante vom rechten Zwischenknoten aus und zum linken Zwischenknoten zuriick, so ist x; in der
Klausel negiert enthalten.
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Betrachten wir kurz den im Beispiel erstellten Graphen (Abbildung 6.14 auf der
vorherigen Seite). Wenn wir die Klauselknoten einmal ignorieren, so gibt es genau 2"
viele gerichtete Hamiltonkreise, die bei v1 1 starten. Das codiert die 2" Belegungen
(Ui,l — Vi2 —7 ... = Vi3 —7 Uiyl codiert x;, = 1 und Vil —7 Vi3 —2 ... —7» Ui2 —
vit1,1 codiert x; = 0).

Es sollte klar geworden sein, wie wir die Reduktion vornehmen wollen. Es bleibt zu
zeigen, dass w € 3SAT gilt genau dann, wenn f(w) € DHC.

,="‘: Es existiere eine erfiillende Belegung a. Wahle fiir a; = 1 die Knoten v; 1 —
v;2 — ... fiir a; = 0 analog den anderen Pfad. Fiir jede Klausel C; gibt es ein erfiillendes
Literal (z; = 1 oder T; = 1). An den zugehorigen Paaren fiur z; (oder Z;) kénnen wir
einen ,Abstecher zu ¢; machen. Das heifit es existiert ein gerichteter Hamiltonkreis.

,<": Es existiere ein gerichteter Hamiltonkreis. Jeder Klauselknoten c¢; ist in diesem
Kreis enthalten und hat einen Vorgangerknoten s und einen Nachfolgerknoten ¢. Zu
zeigen ist, dass (s,t) ist ein Paar sein miissen.

Abbildung 6.15: s und = sind ein Paar im Graphen, wie er in Abbildung 6.14 auf der vorherigen
Seite dargestellt ist. Die gepunkteten Pfade zeigen den mdglichen Verlauf eines Hamiltonkreises,
wenn wir davon ausgehen, dass Vorginger und Nachfolger von c; kein Paar sein miissen. Die beiden
unbezeichneten Knoten gehdren entweder zu einem Paar vor beziehungsweise nach (s,t) oder sind
die Knoten v; 2 beziehungsweise v; 3.

Angenommen, ein Knoten c¢; hétte einen Vorganger- und einen Nachfolger, die kein
Paar sind. Abbildung 6.15 zeigt einen moglichen Verlauf eines solchen Hamiltonkreises.
Wir verlassen s und gehen zu ¢;. Wenn wir jetzt nicht zu Knoten x gehen, der ein Paar
mit s bildet, so kénnen wir diesen Knoten auf dem Hamiltonkreis nie erreichen. Wir
kénnen in einem Hamiltonkreis keinen Knoten zweimal besuchen, x hat jedoch nur zwei
Pfade, von denen wir einen bereits besucht haben. Das heiffit aus « wiirde kein Weg
mehr herausfithren, der nicht gegen die Eigenschaften eines Hamiltonkreises verstofien
wiirde.

Abbildung 6.16: Auch hier sind s und x ein Paar. Die gepunkteten Pfade zeigen wieder den maoglichen
Verlauf eines Hamiltonkreises, unter der Annahme, dass Vorginger und Nachfolger eines Knotens c;
kein Paar sein missen. Im Unterschied zu Abbildung 6.15 haben wir den Knoten x bereits besucht.
Wir haben schwarze Zwischenknoten eingefiigt vor und nach dem Paar, um zu verdeutlichen, warum
die Annahme nicht eintreten kann.

Angenommen wir hitten x vor s besucht. Auch in diesem Fall kénnten wir die
Figenschaft des Hamiltonkreises nicht aufrecht erhalten. Um das zu zeigen fiigen wir
vor den Paaren, nach den Paaren und zwischen den Paaren je einen Zwischenknoten ein.
Das dndert die Eigenschaften der gesamten Konstruktion nicht verdeutlicht jedoch das
Problem. Abbildung 6.16 zeigt, dass wir in einem solchen Fall die gleichen Probleme
mit den Zwischenknoten hétten, die bereits zuvor beim Knoten x eingetreten wéaren
(der Zwischenknoten hétte nur zwei Nachbarn, von denen einer bereits besucht wurde).
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Es gibt also keinen Hamiltonkreis in dem oben konstruierten Graphen, bei dem der
Vorganger- und Nachfolgerknoten eines Knotens ¢; nicht ein Paar sind.

Damit kénnen wir den Hamiltonkreis als Kreis auf den Variablenknoten sehen, in dem
an geeigneten Paaren ,Abstecher” zu den Klauselknoten eingefiigt worden sind. In jeder
Klausel muss ein Literal x; erfiillt sein, wenn die Formel erfiillt sein soll. Dies erzwingt
eine bestimmte Belegung fiir z;. Angenommen das Literal ist positiv (z;), so geht vom
linken Knoten eines Paares ein gerichteter Weg zum entsprechendem Klauselknoten.
Andernfalls (Z;) geht vom rechten Knoten ein gerichteter Weg zum Klauselknoten und
von dort in den linken Knoten des Paares zuriick. Ein positives Literal erzwingt also
eine Traversierung von links, woraus in unserer Konstruktion x; = 1 folgt. Ein negatives
Literal erzwingt eine Traversierung von rechts, woraus in unserer Konstruktion z; =0
folgt. Es folgt also w € 3SAT genau dann, wenn f(w) € DHC.

6.4 WEITERE KOMPLEXITATSKLASSEN

6.4.1 co-NP

Definition 6.11 : co-NP
co-NP ist die Menge aller Sprachen, deren Komplement in NP ist.

co-NP = {L|L¢ € NP}

Bemerkung
L € co-NP heiit man kann in polynomieller Zeit verifizieren, ob w ¢ L gilt. Es
existiert also ein Polynomialzeitalgorithmus A und ein k& € N, so dass L = {w |

Va mit 2] < |w|® gilt A(w,z) = 0}.

Beispiel: Clique®

Betrachten wir kurz ein Beispiel fiir einen Algorithmus, der sicher in co-NP liegt.
Gegeben ist ein Graph G = (V, E) und eine Zahl g € N. Frage: enthélt G keine Clique
der Grofle g7

Man kann leicht verifizieren, ob eine Eingabe nicht zu CLIQUE® gehort. Aber: Wie soll
man priifen beziehungsweise verifizieren, ob eine Eingabe (G, g) zu CLIQUE® gehort? Es
ist unbekannt, ob das effizient geht. Die natiirlich folgende Frage ist, ob NP = co-NP oder
NP # co-NP? Eine andere interessante Frage ist, ob P eine echte Teilmenge des Schnittes
von NP und co-NP ist: P ; NP N co-NP? Beide Fragen sind bislang unbeantwortet.

6.4.2 JENSEITS VON NP

Wir wollen weitere Komplexitétsklassen beschreiben. Dazu definieren wir die beiden
folgenden Funktionen, wobei 7,5 : N — N:

e TIME(T'(n)) := Menge aller Sprachen, die in Zeit T'(n) entscheidbar sind.
e SPACE(S(n)) := Menge aller Sprachen, die in Platz S(n) entscheidbar sind.
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P haben wir bereits wie folgt definiert:

P= |J Tme(p(n))

p Polynom

Definition 6.12 : PSPACE
Die Komplexitatsklasse PSPACE ist die Menge aller Sprachen, die in polynomiellem
Platz entschieden werden kdénnen.

PSpace:= | J SPACE(p(n))

p Polynom

Bemerkung

Es gilt TIME(T'(n)) C SPACE(T'(n)), also P C PSPACE. Eine nichtdeterministische
Turingmaschine kann von einer deterministischen Turingmaschine in quadratischem
Platz simuliert werden. Also gilt PSPACE = NPSPACE und NP C PSPACE und co-NP C
PSPACE (Teil der Ubungsaufgaben).

QUANTIFIZIERTE BOOLESCHE FORMELN

Betrachten wir ein typisches Problem, das in PSPACE liegt: Quantifizierte Boolesche
Formeln (QBF). Gegeben ist eine quantifizierte boolesche Formel ¢, das heifit eine
Formel der Form

Q171Q272 . .. QnTnp(T1 ... Tn)
mit @Q; € {3,V}. Die Grundmenge iiber die quantifiziert wird ist z; € {0,1}. Frage: ist
© wahr?

Beispiel
Betrachten wir schnell zwei Beispiele:

Va1dxoVas(zr V 22) A xs  ist falsch
Va13dxodxs(z1 V x2) A xsz  ist wahr

Satz 6.7
QBF € PSPACE

Beweis
Wir wollen den Beweis nicht komplett durchfiihren, aber zumindest die Beweisidee
darlegen. Man kann eine quantifizierte boolesche Formel, wie folgt umformen:

Vr1Qoxs ... Qurnp(xy ... xy)
S Qoo ... Qurnp(l,zo. .. 2p)
AQazo...Qnrnp(0,22,. .. 2y)

F21Q2 ... Qurnp(z1 ... 20)
& Qoo ... Quanp(l,zo. .. 2p)
VQaxo...Qnrnp(0,2s. .. 2,)
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Damit kann man rekursiv bestimmen, ob Q121 ... Qpxnp(z] ... zy,) wahr ist. Beim
zweiten rekursiven Aufruf kann man den Platz des ersten Aufrufs wiederverwenden. Da-
durch bleibt der Platzbedarf polynomiell. Das zu zeigen geht jedoch iiber die Beweisidee
hinaus.

Noch einfacher ist SAT <, QBF zu zeigen. Eine Eingabe fiir SAT ¢(z1...2,) in
KNF ist genau dann erfiillbar, wenn 31 ... 3z,0(21 . . . 2,) wahr ist. Damit wére auch
gezeigt, dass QBEF NP-schwer ist. Es ldsst sich sogar zeigen, dass L <, QBF fiir alle
L € PSPACE gilt (hier ohne Beweis). QBF liegt wie oben gezeigt in PSPACE und es
lassen sich alle Probleme aus PSPACE darauf poynomiell reduzieren. Daraus folgt, dass
QBF PSPACE-vollsténdig ist.

GEO

Betrachten wir noch ein anderes Problem: GEO, ein verallgemeinertes Geographie-
spiel. Gegeben ist ein gerichteter Graph G = (V, E). Das Spiel verlduft wie folgt: Spieler
A setzt einen Stein auf einen Knoten, Spieler B setzt einen Stein auf einen Nachfolger-
knoten, und so weiter. Als Regel (oder Nebenbedingung) definieren wir, dass auf jeden
Knoten nur ein Stein gesetzt werden darf. Es ergibt sich also ein Pfad. Verloren hat
derjenige Spieler, der nicht mehr regelkonform setzen kann.

Das Problem besteht aus der Frage, ob der Spieler, der anfingt eine Gewinnstrategie
haben kann? Das heifit: existiert ein Zug fiir Spieler A, so dass fiir alle Ziige von Spieler
B gilt, dass er einen Gewinn von A nicht mehr abwenden kann?

Es gilt QBF <, GEo. Daraus folgt, dass GEO PSPACE-vollsténdig ist (hier ohne
Beweis).

Es gilt NP € PSPACE und demnach auch P C PSPACE. Es ist bislang nicht geklart
ob auch NP G PSPACE und/oder P & PSPACE gelten.

6.4.3 JENSEITS vVON PSPACE

Definition 6.13 : EXPTIME
Die Komplexitéatsklasse EXPTIME ist die Menge aller Sprachen, die in exponentieller
Zeit entschieden werden konnen.

EXPTIME= ] TIME(c"™)

Konstante ¢
Polynom p

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass PSPACE C EXPTIME und P ; EXPTIME
gelten.

Satz 6.8

Ist ein Problem lésbar mit S(n) Platz, so auch in ¢%

Zeit fiir eine Konstante c.
Beweis

Den vollstdndigen Beweis gehen wir hier nicht durch, jedoch die Beweisidee sollte
klar werden. Eine Turingmaschine M verbraucht auf einem Band S(n) Platz unter
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Nutzung eines Alphabetes der Grofle a, also |X| = a. Eine Turingmaschine verfiigt iiber
eine endliche Kontrolle, M habe b viele Zusténde. Daraus folgt, es sind maximal S(n)
verschiedene Kopfpositionen méglich und maximal a® (") viele verschiedene Bandinhalte.
Insgesamt gibt es also hochstens S(n) - a® (n) . b mogliche Konfigurationen. Da sich keine
Konfiguration wiederholen darf (sonst gerdt M in eine Endlosschleife), muss die Laufzeit
< ¢35 gein, fiir eine geeignete Konstante c¢. Es folgt

SPACE(S(n)) C | TIME(c*™)
c>1

und daher
PSPACE C EXPTIME

Offen ist, ob PSPACE G EXPTIME und/oder NP & EXPTIME gelten.

Man mochte die verschiedenen Komplexitéatsklassen so gut, wie moglich von einander
abgrenzen. Statt von C sprechen zu miissen, méchte man, wo moglich, den Nachweis
fihren, dass eine Komplexitéitsklasse eine echte Teilmenge einer anderen Komplexi-
tatsklasse ist. Es gibt dabei zwei Einschrankungen: die Klassen miissen das gleiche
Berechnungsschema zu Grunde legen (zum Beispiel eine TM) und die gleiche Ressource
(Raum oder Zeit) betrachten. Solche Beweise nennt man Hierarchiesétze, weil sie die
Klassen der betrachteten Ressource (TIME, SPACE) hierarchisch ordnen. Wir wollen
folgende Hierarchiesitze angeben, ohne die zugehdrigen Beweise ndher zu betrachten.
Fir ,hinreichend verniinftige* Funktionen gilt:

1. Ist S = 0(S2), so ist SPACE(S1) G SPACE(S)

2. Ist T1log T1 = o(T3), so ist TIME(T1) & TIME(T?).

Mit Hilfe des zweiten Satzes (der auch Zeithierarchiesatz genannt wird) konnen wir
leicht zeigen, dass P G EXPTIME gilt:

Beweis
Sei p(n) ein Polynom. Dann gilt: p(n) log p(n) = o(2"/?). Das heiBt

i P(1) logp(n)

n—00 /2

=0

Daraus folgt P C TIME(272). Da 272 log 2"/? = 27/>. 5 = o(2") gilt nach dem Zeithier-
archiesatz TIME(2/2) G TIME(2").

Daher gilt
PC TIME(2n/2) ; TIME(2") C EXPTIME

also
P ;Cé EXPTIME

Wir wissen P C NP C PSPACE C EXPTIME und P ;Cé EXPTIME. Mindestens eine
der Teilmengen muss also echt sein, es ist bislang jedoch noch nicht bekannt welche.
Es ist also unklar ob P G NP, NP & PSPACE und/oder PSPACE & EXPTIME gilt und
dann dem entsprechend P # NP, NP # PSPACE und/oder PSPACE # EXPTIME gilt.
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6.4.4 NACHWEISBAR SCHWERE PROBLEME

Alle bisher vorgestellten Probleme kénnen auch in P liegen. Es gibt jedoch auch
Probleme, von denen bewiesen ist, dass sie nicht in P sind. Wir betrachten beispielhaft
Aquivalente regulére Ausdriicke (ARA).

Gegeben sind zwei regulidre Ausdriicke e; und e mit U, -, *, -, N, zum Beispiel aa * Ue
und a * ba * Ub * abx * Na*. Beschreiben e; und eg die gleiche Sprache L(e;) = L(ea)?

Satz 6.9
ARA € EXPTIME

Beweis

Ein Regularer Ausdruck ldsst sich polynomiell in einen NFA (nichtdeterministischen
endlichen Automaten) iiberfiihren, der lésst sich exponentiell in einen DFA (endlichen
deterministischen Automaten) tiberfithren, der lasst sich polynomiell in einen minimalen
DFA diberfiithren. Da es zu jedem DFA einen (bis auf die Benennung der Zustéinde)
eindeutigen minimalen DFA gibt, l4sst sich somit iiberpriifen, ob die beiden regulidren
Ausdriicke die selbe Sprache beschreiben, die der minimale DFA erkennt.

Satz 6.10
Jeder Algorithmus, der ARA 16st, hat Laufzeit Q(cV e7) fiir ein ¢ > 1 Daraus folgt
ARA ist nicht in P.

Den Satz geben wir hier ohne Beweis an.

6.5 ZUSAMMENFASSUNG UND UBERSICHT

Um uns eine abschlieBende Ubersicht zu verschaffen, wollen wir zusammenfassen.
NP ist die Klasse der Probleme, die von eine nichtdeterministischen Turingmaschine in
polynomieller Zeit berechnet werden kénnen, beziehungsweise die Klasse der Probleme,
deren Losung von einer deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit iiberpriift
werden konnen (das widerspricht sich nicht, siehe oben). P ist die Komplexitatsklasse
der Probleme, die von einer deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit
gelost werden konnen. P € NP gilt sicher. Unklar ist, ob sogar P = NP gilt oder ob
viel mehr P ## NP gilt. Diese Frage wird P-NP-Problem genannt und gilt als eine der
wichtigsten Fragen der Informatik. Zumeist wird von P £ NP ausgegangen, dies ist
bislang aber unbewiesen.

co-NP ist die Klasse der Probleme, deren Komplement in NP liegt. Es ist unklar,
ob co-NP = NP oder co-NP # NP. PSPACE ist die Klasse der Sprachen, die unter
polynomiellen Platzbedarf gelost werden kénnen. EXPTIME ist die Klasse der Sprachen,
die in exponentieller Zeit gelost werden kénnen. Abbildung 6.17 auf der néchsten Seite
veranschaulicht das.

Das Mittel der Polynomialzeit-Reduktion erlaubt es ein Problem zu 16sen, in dem
die Eingabe in eine Eingabe fiir ein anderes Problem in polynomieller Zeit gewandelt
wird. Dabei kann die gewandelte Eingabe genau dann gelost werden, wenn es auch fiir
die originale Eingabe moglich ist. Ein Problem heifit NP-schwer, wenn alle Probleme die
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EXPTIME
PSPACE

Abbildung 6.17: Gezeigt wird das Verhdaltnis der Komplexitdtsklassen zueinander, unter der Annahme,
dass P # NP, dass co-NP # NP, dass P ; NP N co-NP und NP ;Ct PSPACE.

in NP liegen in polynomieller Zeit auf das Problem reduziert werden kénnen. Liegt das
Problem selbst auch in NP, so nennt man es NP-vollstédndig. Kénnte fiir ein Problem
aus P gezeigt werden, dass es NP-schwer ist, so wire P = NP bewiesen.

CSat
i
Sat
'
Clique 3Sat 0-1-LP
i i i
VC DHC ILP
' i
SUBSET-SUM HC

Abbildung 6.18: Wir haben fiir CSAT gezeigt, dass es NP-vollstindig ist. Fir die anderen hier
gezeigten Probleme haben wir durch Reduktion gezeigt, dass auch sie NP-schwer sind. Alle diese
Probleme liegen in NP und sind somit NP-vollstandig.

Wir haben fiir eine Reihe von Problemen gezeigt, dass sie NP-vollstédndig sind.
Angefangen haben wir mit CSAT, das wir auf weitere Probleme reduziert haben. Da
Reduktion transitiv ist, gilt somit auch fiir diese Probleme, dass sie NP-vollstédndig sind.
Hat man ein NP-vollstdndiges Problem auf ein andere Problem reduziert, dass auch in
NP liegt, so weifl man auch, dass die Reduktion in die andere Richtung méglich ist, ohne
es zeigen zu miissen (bedingt sich durch die Definition von NP-schwer). Abbildung 6.18
verschafft einen Uberblick iiber die Probleme, fiir die wir NP-Vollstindigkeit gezeigt
haben.
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7 APPROXIMATIONSALGORITHMEN

7.1 ENTSCHEIDUNGS- UND OPTIMIERUNGSPROBLEME

Bisher haben wir Komplexitatsklassen wie P, NP oder PSpace betrachtet. Dabei
handelte es sich immer um FEntscheidungsprobleme. Entscheidungsprobleme sind Pro-
bleme, auf die eine Antwort immer ,Ja* oder ,Nein“ (0 oder 1) ist. Es gibt jedoch
viele Probleme, bei denen es mehrere giiltige Losungen gibt und die ,beste“ Losung
gesucht wird. Solche Probleme nennt man Optimierungsprobleme. Soll die gesuchte
,beste“ Losung moglichst grofl sein, spricht man von einem Mazimierungsproblem, soll
die Losung moglichst klein sein von einem Minimierungsproblem.

Den meisten Optimierungsproblemen kénnen wir ein Entscheidungsproblem zuordnen
und den meisten Entscheidungsproblemen ein Optimierungsproblem. Es gibt also eine
Art Beziehung zwischen einzelnen Entscheidungs- und einzelnen Optimierungsproblemen.

Betrachten wir als Beispiel das Problem des Handlungsreisenden TSP (travelling
salesman problem). Gegeben ist ein gerichteter vollstdndiger Graph G = (V, E) und
eine Zahl k € N. Gefragt ist, ob es eine Rundreise der Lange k gibt. Das zustdndige
Optimierungsproblem versucht die kiirzeste Rundreise zu finden.

Definition 7.1
Ein Optimierungsproblem heifit NP-schwer, wenn das zugehorige Entscheidungspro-
blem NP-schwer ist.

Anmerkung
NP ist eine Klasse von Entscheidungsproblemen, daher werden Optimierungsprobleme
nicht als NP-vollstdndig bezeichnet.

Definition 7.2 : optimale Losung

Sei P ein Optimierungsproblem mit Kostenfunktion c. Sei I eine Eingabe fiir P. Die
Losung fopt(I) heifit optimal, falls c( fope(1)) < ¢(f(I)) fiir jede andere Losung f gilt
und P ein Minimierungsproblem ist. Ist P ein Maximierungsproblem, so heifit fo,: (1)
optimal, falls ¢(fope(I)) > ¢(f(I)) fiir jede andere Losung f gilt.

Definition 7.3 : a-approximativ

Ein Algorithmus A heiit a-approzimativ (mit « € R) fiir ein Optimierungsproblem
P genau dann, wenn er eine Losung f4 fiir P liefert mit ¢(fa({)) < o - e(fopt(I)) bei
Minimierungsproblemen und ¢(fa(I)) > - ¢(fopt(I)) bei Maximierungsproblemen.

7.2 BEISPIELE FUR APPROXIMATIONSALGORITHMEN

Wir wollen ein paar beispielhafte Approximationsalgorithmen betrachten. Auch wenn
die Entscheidungsprobleme, die wir den jeweiligen Optimierungsproblemen zuordnen
konnen, aus den vorhergehenden Kapiteln bekannt sein sollten, werden wir sie jeweils
nochmals kurz vorstellen.
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7.2.1 VERTEX-COVER (UBERDECKENDE KNOTENMENGE)

Beim Entscheidungsproblem VC ist ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine
Zahl k € N gegeben. Das Problem stellt folgende Frage: gibt es eine Teilmenge der
Knoten U C V der Grofe k, so dass fiir alle {u, v} € E entweder u € U oder v € U gilt?

Dazu koénnen wir folgendes Optimierungsproblem formulieren: Finde eine iiberde-
ckende Knotenmenge minimaler Grée in einem ungerichteten Graphen G = (V, E). Zur
Loésung wollen wir einen Approximationsalgorithmus vorstellen, der als Eingabe einen
ungerichteten Graphen G = (V, E) bekommt.

Algorithmus 7.1 : Approximationsalgorithmus fiir Vertex Cover
- U=10
while F # () do
Nimm beliebige Kante e = {u,v} € E und fiige v und v zu U hinzu.
Entferne alle Kanten aus F, die entweder zu u oder zu v inzident sind.
end while

Die Laufzeit dieses Approximationsalgorithmus liegt in O(|E| + |V|). Wir wollen
verdeutlichen, dass der Algorithmus korrekt arbeitet: Eine Kante e = {u,v} € E wird
nur dann aus E entfernt (Zeile 4), wenn entweder u € U oder v € U. Da zum Schluss
E =), ist jede Kante aus E entfernt worden und somit iiberdeckt. Abbildung 7.1 zeigt
ein Beispiel.

Abbildung 7.1: Der Approzimationsalgorithmus kénnte auf diesem Graphen zum Beispiel erst die Kante
{va,v5} auswdhlen. Dann wire U = {v4,vs5} und E = {{v1,v2}}. Als VC wiirde der Algorithmus
dann U = {va,vs,v1,v2} finden. Die optimale iberdeckende Knotenmenge ist Uopr = {v2,vs5}. Es
gilt hier offensichtlich |U| = 2 - |Uopt|.

Satz 7.1
Dieser Algorithmus ist 2-approximativ.

Beweis

Zu zeigen ist ¢(fa(1)) < 2-¢e(fope(1)) gilt. I ist dabei die Eingabe, hier also ein unge-
richteter Graph G = (V, E). fa(I) ist die vom Algorithmus konstruierte tiberdeckende
Knotenmenge (U nach Ende des Algorithmus). fo,: (1) ergibt die optimale iiberdeckende
Knotenmenge Uyp,;. Wir miissen also |U| < 2 - |Ugpt| zeigen.

Sei p die Anzahl der Schleifendurchlaufe. p entspricht also der Anzahl der Kanten,
die ausgewdhlt werden. Seien e; = {u1,v1} und es = {ug,vo} zwei ausgewéhlte Kanten,
dann ist w1 # ug, U1 # v, v1 # ug und vy # vy. Jede tberdeckende Knotenmenge
enthilt also mindestens p Knoten, woraus folgt U,,; > p. Da in jedem Schleifendurchlauf
genau zwei Knoten zu U hinzugefiigt werden, ist |U| = 2-p. Daher: |U| = 2-p < 2 |Upp|.
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7.2.2 APPROXIMATIONSALGORITHMUS FUR TSP

Schrankt man das Problem des Handlungsreisenden (TSP, travelling salesman
problem) ein wenig ein, so ldsst sich ein Approximationsalgorithmus finden. A-TSP
ist ein Entscheidungsproblem, eine Variante von TSP. Als Eingabe dient eine n x n
Abstandsmatrix D mit n = |V| und eine Zahl k& € N. Die Einschrankung im Vergleich
zum allgemeinen TSP ist: D erfiillt die Dreiecksungleichung d;; + dji > d;. Das
Entscheidungsproblem fragt, ob es eine Tour der Linge < k gibt. A-TSP ist NP-
vollsténdig. Man kann zeigen, dass HC <, A-TSP. Das Optimierungsproblem A-TSP
sucht die kiirzeste Tour.

Bevor wir einen Approximationsalgorithmus fiir A-TSP besprechen fithren wir
Multigraphen und Eulerwege ein:

Definition 7.4 : Multigraph
Ein Multigraph M = (V, E) ist ein Graph, bei dem zwischen zwei Knoten mehr als
eine Kante existieren darf.

Abbildung 7.2: Ein Multigraph

Definition 7.5 : eulerscher Graph, Eulerweg
G heifit eulersch genau dann, wenn ein geschlossener Weg existiert, der jeden Knoten
mindestens einmal und jede Kante genau einmal enthélt. Dieser Weg heifit Eulerweg.

Satz 7.2
G ist eulersch genau dann, wenn G zusammenhéngend ist und jeder Knoten geraden
Grad hat.

Den Satz présentieren wir hier ohne Beweis. Ein Eulerweg kann in O(|V| + |E|)
bestimmt werden.

Zur Loésung des Optimierungsproblems A-TSP wollen wir eine Heuristik nutzen:
die Baumheuristik fiir A-TSP. Die Eingabe fiir A-TSP ist ein vollstdndiger Graph
G = (V, E), gegeben durch die Abstandsmatrix D, die die Dreiecksungleichung erfiillt.

Algorithmus 7.2 : Baumheuristik fiir A-TSP
1: berechne MST T von G
2: Verdopple jede Kante in T', T" wird also zum Multigraph M
3: Bestimme Eulerweg w in M, 0.B.d.A. gilt w =dq,...,%2,...,13,...,1n
4: Bestimme Tour 7 aus w, indem immer nur das erste Vorkommen des Knotens ¢
beachtet wird

Beispiel
Wir wollen die Baumheuristik an einem Beispiel nachvollziehen. In Abbildung 7.3
auf der nichsten Seite sind ein Graph, der zugehorige MST und der entsprechen-
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de Multigraph abgebildet. Im Multigraph M kénnen wir folgenden Eulerweg finden:
v1, U3, U2, U3, Vg, U3, V1. Daraus ergibt sich folgende Tour: v1, vs, ve, v4, (v1).

&) @’i\@
&)

(a) Der Graph G (b) Der zugehérige MST T (c¢) Der konstruierte Multi-
graph M

Abbildung 7.3: Ein Beispiel fir die Baumheuristik. (a) zeigt einen Graphen, an dem wir die Baum-
heuristik beispielhaft nachvollziehen wollen. Der zugehorige MST ist in (b) zu sehen, der Multigraph

in (c).

Lemma 7.1

Sei M ein eulerscher Multigraph auf der Knotenmenge V' = {1,...,n} mit Kosten
o(M) = 32 j)e By dij- Dann ldsst sich eine Rundreise 7 auf den Knoten V' in Zeit O(|E])
finden mit ¢(7) < ¢(M).

Beweis
Sei w Kulerweg in M:

ij sind Knoten, die vorher nicht in w vorkamen. «;; ist der Weg von ¢; nach i;1, der nur
Knoten aus {i1,...,i;} enthalt. Aus der Definition eines Eulerwegs folgt c(w) = ¢(M).
Betrachte Tour 7 = i1, 49, ..., %,. Dann gilt:

n—1

C(T) = Z dijij+1 + din’il
=1

Wegen der Dreiecksungleichung ist d; ;,,, < c(a;). Damit gilt:

n—1
e(r) = Z dijisor + diniy < clon) +c(az) + ...+ clan) = c(w)
j=1

Es gilt also ¢(7) < c(w) = ¢(M).

Der Eulerweg lasst sich in O(|E| 4 |V|) finden, die Tour daher auch.

Satz 7.3
Die Baumheuristik fiir A-TSP ist 2-approximativ.

Beweis

Die optimale Tour 7,,; enthélt einen aufspannenden Baum 7”. Es folgt ¢(7opt) > ¢(T7).
Sei T ein minimal aufspannender Baum fiir den selben Graphen. Dann muss ¢(7”) > ¢(T')
gelten, sonst wére 7' nicht minimal. Gemé&$ der Konstruktion von M ist ¢(M) = 2-¢(T).
Fiir die durch die Baumheuristik konstruierte Tour 7 gilt nach dem Lemma ¢(7) < ¢(M).
Daraus folgt ¢(7) < c¢(M) <2-¢(T) <2 c(Topt)-
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(a) (b) (<) (d)

Abbildung 7.4: Bei TSP geht man meistens von einem vollstindigen Graphen aus. Betrachten wir hier
ein Beispiel fir A-TSP in einem Graphen mit 14 Knoten. (a) zeigt einen maéglichen Spannbaum, (b)
den entsprechenden Multigraph mit leicht zu findender Euler-Tour, (¢) eine durch die Baumheuristik
gefundene Lésung, die quasi zwei Kreise umfasst und (d) eine optimale Losung, die einen Kreis
beinhaltet. Natirlich arbeitet die Baumheuristik auch hier 2-approzimativ.

Abbildung 7.4 zeigt ein weiteres Beispiel, 7.4c ist eine mittels Baumheuristik gefun-
dene Losung, 7.4d eine optimale Losung. Erstere umfasst augenscheinlich zwei Kreise,
letztere einen Kreis. Die Anzahl der genutzten Kanten ist jedoch identisch.

7.2.3 HEURISTIK VON CHRISTOFIDES

Die Frage, die sich bei einem a-approximativen Algorithmus offensichtlich stellt
lautet: kann man das noch verbessern? Im Fall von A-TSP kénnen wir es verbessern.

Betrachten wir ein neues Beispiel. Auch hier gehen wir wieder von einem vollstin-
digen Graphen aus, diesmal mit 8 Knoten. In Abbildung 7.5 sehen wir die Knoten
des Graphen und ein dahinter liegendes Gitter, dass uns helfen soll den Abstand
zwischen den Knoten zu bestimmen. Dazu nutzen wir jedoch nicht die euklidische
Metrik, sondern die Lso-Metrik. Den Abstand zwischen zwei Punkten berechnen wir als
den maximalen Unterschied zwischen den X- und den Y-Werten beider Punkte, also:

doo((21,91), (T2, 92)) = max(|z1 — 22|, [y1 — y2l)-

Abbildung 7.5: Im Beispiel gehen wir von einem vollstindigen Graphen mit acht Knoten aus. Die
Abbildung verdeutlicht die Lage der Knoten zueinander, das Gitter dient zur Berechnung ihres
Abstands.

Auf das Handschlaglemma wollen wir hier nicht ndher eingehen. Fiir uns ist jetzt
nur wichtig zu wissen, dass sich aus diesem Lemma ergibt, dass jeder Graph eine gerade
Zahl Knoten ungeraden Grads hat.

Wir konstruieren den MST T wie gehabt und betrachten die Knoten ungeraden
Grads. Wie gesagt ist das eine gerade Anzahl von Knoten. Darauf konstruieren wir
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ein perfektes Matching M minimalen Gewichts (minimum perfect matching), also ein
Matching, bei dem jeder der betrachteten Knoten zu einer Kante des Matchings inzident
ist. Das ist mdglich in polynomieller Laufzeit, zum Beispiel mit dem Algorithmus von
Lawler, der in O(n?) arbeitet. Nun betrachten wir den Graphen G’ = (V,T U M).
Kanten, die im minimalen Spannbaum 7" und im Matching m vorkommen, sind in G’
als Doppelkante enthalten. G’ ist also ein Multigraph. Dieser Graph ist eulersch, denn
jeder Knoten hat geraden Grad. Auf diesem Graphen konstruieren wir eine Eulertour
und fahren fort, wie zuvor bei der Baumheuristik.

Abbildung 7.6a zeigt den minimalen Spannbaum unseres Beispiels, 7.6b den euler-
schen Multigraphen, in dem die Kanten des Spannbaums und des Matchings vereint
wurden.

3
4
5 6
1 2
7
8
(a) (b)

Abbildung 7.6: (a) zeigt den minimalen Spannbaum (MST) zum Graph aus Abbildung 7.5 auf der
vorherigen Seite. (b) zeigt den Graph, in dem die Kanten des Matchings und des MSTs bereits
vereint sind.

Die Eulertour im Graph aus Abbildung 7.6b ist: 1,2,7,8,7,5,6,5,4, 3, 1. Die mit
der Christofides-Heuristik gefundene Tour ist dann: 1,2,7,8,5,6,4,3 und hat Kosten
in Hohe von 15 (nach der Lo-Metrik). Die optimale Tour hat 14 Kosten und ist in
Abbildung 7.7 zu sehen.

Abbildung 7.7: Zu sehen ist die optimale Tour zum Beispiel aus Abbildung 7.5.

Satz 7.4
Die Heuristik von Christofides ist ein %—approximativer Algorithmus fiir A-TSP.

Beweis
Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich ¢(7) < ¢(G’). Fiir die konstruierte Rundreise
7 gilt daher:
c(1) <e(G) =¢(T) + (M)

Betrachte Topt = aiiianis . . . i9mQ2m1. ¢ sind die Knoten, die in 7" ungeraden Grad
haben, ay sind die Teilsequenzen dazwischen. Abbildung 7.8 veranschaulicht das.
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Abbildung 7.8: Zu sehen ist die optimale Tour Topt. 35 sind die Knoten mit ungeradem Grad in T,
ay die Teilsequenzen von Top: zwischen diesen Knoten. Die blauen Kanten bilden ein Matching
My = {(i1,42), (i3,44), - . ., (l2m—1,%2m) } 2wischen den Knoten i;, die roten ein alternatives Matching
My = {(i2,13), (i4,15), ..., (t2m, 1)}

In Abbildung 7.8 sind auch zwei mogliche Matchings zwischen den Knoten ungeraden
Grades eingezeichnet:

My = {(il, ig), (ig, i4), e, (igm_l, ng)}
My = {(ig, ig), (i4, i5>, Ceey (igm, 21)}

Das von der Christofides-Heuristik gewéhlte Matching M ist minimal, also gilt ¢(M) <
c(My) und ¢(M) < ¢(Ms). Somit gilt 2 - ¢(M) < ¢(M1) + c¢(M2) < ¢(Topt). Daraus folgt
(M) < %C(Topt).

Wir konnen also die Kosten der gefundenen Tour ¢(7) wie folgt abschétzen:

o{r) < e(G) = e(T) + e(M) = e(T) + 3 - elroe)

Als wir bewiesen haben, dass die Baumheuristik 2-approximativ ist, haben wir ¢(T") <
¢(Topt) begriindet, daher folgt

() < clrept) + 5 €lrep)

Satz 7.5
Fiir kein o > 1 gibt es einen a-approximativen Algorithmus polynomieller Laufzeit
fiir TSP, es sei denn P = NP.

Beweis

Angenommen es gidbe einen Approximationsalgorithmus fiir ein o > 1 fiir TSP.
Daraus kénnten wir einen Polynomialzeit-Algorithmus zur Lésung von HC konstruieren.
Dazu geben wir an, wie wir aus einer Eingabe G = (V| E) fir HC eine Problemstellung
fir TSP konstruieren: Sei 0.B.d.A. V = {1,...,n}. Wir konstruieren die Problemstellung
fiir HC wie folgt:

mite=a-1

P 1 falls {i,j} € E
Y2 +en  sonst

Wenden wir A, auf diese Eingabe an, so gilt: G hat Hamilton-Kreis genau dann,
wenn A, eine Rundreise der Linge n liefert.
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,<": Aus einer Rundreise der Liange n wiirde folgen, dass alle Kanten der Rundreise
Kosten in Hoéhe von 1 haben, das heif3t sie wiren alle Elemente aus FE, es géibe also
einen Hamilton-Kreis in G.

,=‘ Angenommen es gibe einen Hamilton-Kreis in G, dann gébe es auch eine
Rundreise der Lange n in der TSP-Instanz. Da ¢(7,,) = n gilt, liefert A, eine Rundreise
7 mit ¢(7) < an. Jede Kante, die von 7 genutzt wird muss aus E stammen, 7 hat
also sogar die Lénge n und ist ein Hamilton-Kreis. Angenommen das wére nicht so,
dann gibe es eine Kante in 7 mit einem Gewicht von 2 + en. Dann wére jedoch
or)>24+en+n—1=2+(a—1)n+n—1= 1+ an, was im Widerspruch dazu steht,
dass A, ein a-approximativer Algorithmus ist.

Also konnte man mit Hilfe von A, HC (was ja NP-vollstandig ist) in polynomieller
Zeit entscheiden. Dann wére P = NP.

NP-schwere Optimierungsprobleme kénnen beziiglich Approximation in verschiedene
Schwierigkeitsgrade eingeteilt werden, falls P # NP. Solche unterschiedlich schwierigen
Optimierungsprobleme kénnen zum Beispiel welche sein, fiir die

e keine Approximation mit einem Faktor o > 1 in polynomieller Zeit méglich ist,
wie zum Beispiel TSP.

e es ein a > 1 (konstanter Faktor) gibt, so dass a-Approximation in polynomieller
Zeit moglich ist, wie zum Beispiel A-TSP oder auch Bin-Packing (aus der Ubung).

e a-Approximation in polynomieller Zeit fiir alle « > 1 (beliebiger konstanter Faktor)
moglich ist, wie zum Beispiel SUBSET-SUM.

7.2.4 MAX3SAT

MAX3SAT ist ein Optimierungsproblem: gegeben ist eine Boolesche Formel in 3-KNF.
Berechnet werden soll eine Belegung, die moglichst viele Klauseln wahr macht. Ist die
Formel erfiillbar, so wird MAX3SAT alle Klauseln wahr machen und so eine erfiillende
Belegung finden. MAX3SAT ist also, wie der Name schon sagt, ein Maximierungsproblem.

Ein %—approximativer Algorithmus, der in polynomieller Zeit arbeitet ist leicht zu
finden. Setze dazu einmal alle Variablen auf 0 und einmal alle Variablen auf 1 und
nimm die Belegung, die mehr Klauseln wahr macht. Eine Klausel die im ersten Schritt
nicht wahr ist, ist im zweiten Schritt wahr und umgekehrt. Mindestens eine von beiden
Belegungen muss die Mehrzahl der Klauseln wahr machen. Dadurch erhalten wir %—
Approximation.

Bekannt ist, dass MAX3SAT sich nicht mit einem Faktor > % in polynomieller Zeit
approximieren ldsst, es sei denn P = NP.
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7.2.5 SUBSET-SUM

Gegeben sind einige natiirliche Zahlen ¢y, ..., c,, k. Das Entscheidungsproblem fragt
ob es eine Teilmenge der Zahlen ¢; bis ¢, gibt, deren Summe k ist. Das zugehorige
Optimierungsproblem sucht die Teilmenge mit maximalem Gewicht < k. Fiir das
Optimierungsproblem kénnen wir folgenden Approximationsalgorithmus angeben:

Algorithmus 7.3
1: Lg:= (0)
2: fori:=1,...,ndo
3 L; :=Mische(L;_1,Li—1 + ¢;) > Wie bei Mergesort, elementenweise
4: entferne alle Elemente > k aus L;
5: end for
6: Gib das grofite Element aus L,, aus.

L1 =(0,¢1), Ly = (0,¢1, c2,¢1 + ¢2) und so weiter. Das heifit L; ist die sortierte Liste
aller Teilsummen von ci,...,c;. Eine exakte Losung fiir das Optimierungsproblem ist
mit diesem Algorithmus berechenbar, braucht allerdings exponentielle Laufzeit, da L;
exponentielle Grofle hat. Wir wollen das dahingehend verbessern, dass man ein festes
€ > 0 vorgibt und dann eine (1 — €)-Approximation des Problems erhélt. Die Idee dazu
ist jede Liste L; nach der Konstruktion wie folgt zu ,,trimmen*.

Unsere Methode Trim bekommt als Eingabe eine sortierte Liste L = (y1,...,Ym)
und ein § > 0.
Algorithmus 7.4 : Trim(L, )
c L= (1)
:fori:=2,...,mdo

if letztes Element von L' < (1 —§) - y; then

hange y; an L' an.

end if
end for
. Gib L' zurtick

IR AN A v

| o oHH—H—o—H—
Yo

Abbildung 7.9: Beim Trimmen, wird aus jedem Cluster ein Reprdsentant genommen, in der Abbildung
sind das Yyi1,Y3,Ys, - .-, Ym. Zwischen den Reprisentanten gibt es einen Abstand von mindestens
1-4.

Der neue Approximations-Algorithmus, der Trimm nutzt, sieht dann aus wie folgt:

Algorithmus 7.5
1: Lg:= (0)
2: fori:=1,...,ndo
3 L; :=Mische(L;_1,Li—1 + ¢) > Wie bei Mergesort, elementenweise
4: L :=Trim(L;, ©)
5 entferne alle Elemente > k aus L;
6: end for

7: Gib das grofite Element aus L, aus.
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Behauptung
Der neue Approximations-Algorithmus fiir SUBSET-SUM liefert eine (1 — ¢)-Approxi-
mation fiir das Problem und hat (fiir feste £) polynomielle Laufzeit.

Beweis: Laufzeit des Approximationsalgorithmus

Betrachten wir zunéchst die Laufzeit des Algorithmus und dann seine Qualitdt. Fiir
die Laufzeit ist folgende Frage von grofler Bedeutung: Wie lang kann L; nach dem
Trimmen sein? Seien s,t aufeinanderfolgende Elemente. Dann gilt

t 1
- >
s 1—

3o

Betrachten wir nun L; = (0, s1,. .., Sy,) nachdem alle Elemente > k entfernt wurden:

vV
—

51

S9 >

83 >

1
Sm > A=)y <k
Wir konnen das umformen:
1
(1 — g)ym-1 <k
In ; <Ink
-5
In1—1In((1 - S)™ 1) <Ink
n
—(m—1)In(1 — E) <Ilnk
n
m—1 Ink
T —In(1-2%)
Ink

+1

|

P —
=T -e)
Es gilt In(1 — £) ~ —£. Daher kénnen wir m (die Lénge der Teillisten) auch wie

folgt abschétzen:
N Ink

3

Die Listen bearbeiten wir n mal. Wir kommen so auf eine Gesamtlaufzeit von O(
also O(n?In k) fiir festes . Das ist polynomiell in der GréBe der Eingabe.

)

2Ink
nan)

Nun kommen wir zur Qualitit der Approximation. Sei P; wie folgt definiert.
P={> ¢ |Sc{l,....i}}
j€eSs
Dann gilt L; C P;. Unser Approximationsalgorithmus fiir SUBSET-SUM gibt z € L, C P,
aus, es gilt also auch z € P,.
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Behauptung
2> (1 =€) Smaz, WObEl Syq, die optimale Losung fiir das Optimierungsproblem
ist, also die grofite Teilsumme < k.

Beweis
Sei L) die Liste nach dem Trimmen von L;. Zu jedem s € L; existiert ein s’ € L}
£

mit s > s’ > (1 — £)s. In jedem Durchlauf ist der relative Fehler < (1 — £). Insgesamt

n
haben wir einen relativen Fehler von (1 — £)". Das heiBt sz > 2 > Smas(1 — £)™.

Betrachten wir folgende Funktion: f(x) = (1 — £)*. Offensichtlich gilt f(1) =1 —e.
Fiir alle z > 1 ist f(z) streng monoton wachsend. Also gilt (1 — £)* > (1 — ¢) fiir alle
x > 1. Das heiflt simae > 2 > Smaz(1 — £)" > Smae(1 — €) fiir alle n > 1 gilt.

Ein fester Fehler £ > 0 kann also vorgegeben werden. Wir bekommen einen Polynom-
Zeit-Algorithmus, der das Problem innerhalb von 1 — & (bzw. (14 ¢)) approximiert. Ein
solches e-parametrisiertes Algorithmen-Schema heifit PTAS (polynomial time approxima-
tion scheme). Bei dem von uns angegeben Approximationsalgorithmus fiir SUBSET-SUM
handelt es sich sogar um ein FPTAS: fully PTAS, da es auch polynomiell in % ist.

7.3 ALTERNATIVE ANSATZE

Approximationsalgorithmen sind nur ein moglicher Ansatz fiir den Umgang mit
Optimierungsproblemen. Alternativ kann man versuchen die Probleme doch exakt zu
l6sen, wobei dies nur in exponentieller Zeit oder mit guten Heuristiken fiir realisti-
sche Eingaben geht. Solche Heuristiken werden meist im Zusammenhang mit linearer
Programmierung gefunden.

Einen anderen Ansatz bietet FPT (fized parameter tractabilty). Es gibt Probleme,
die NP-schwer sind, fiir die es Algorithmen gibt, deren Laufzeit nicht nur von der
Eingabelénge, sondern auch von einem Parameter k abhéngig ist. Ist k£ eine Konstante,
so lassen sich diese Probleme deutlich leichter 16sen. Untersucht wird, ob sich diese
Probleme auch mit variablem kleinen k 16sen lassen, wenn k nicht in der Groéflenordnung
von n liegt. f(k)-p(n) wird derzeit untersucht, wobei n die Eingabeldnge, p ein Polynom
und f eine berechenbare Funktion ist. Es gibt etliche NP-schwere Probleme, die sich fiir
kleine k l6sen lassen, es gibt aber auch NP-schwere Probleme, bei denen dieser Ansatz
nicht hilft. FPT dient somit auch dazu die Komplexitit von NP-schweren Problemen
besser zu differenzieren.

Das Gebiet dieser Vorlesung kann vertieft und fortgesetzt werden, durch den Be-
such des Seminars iiber Algorithmen oder die Vorlesungen Hoéhere Algorithmik 2 und
Algorithmische Geometrie.
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